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Ueber con}ugirte bin~re Formen und deren geometrische 
Construct;ion.*) 
Von 
OTTO SCBm~S~G~.R in Breslau. 
Einleitung. 
Nach einer yon Herrn Prof. 1~ o s a n e s eingefiihrten l~ezeichnung**) 
nennt man zwei bin~re Formen (~es ~ten Grades: 
+ + ( )ol + + 
*) Die vorliegende Untersuchung ist im Jahre 188! in Folge einer freum~- 
lichen Anregung yon Seiten meines verehrten Lchrers, Herrn Prof. t~osanes,  
begonnen ~orden, dem ich auch ffir manmgfachen Rath bei Fortftihrung derselben 
zu lebhaf~em Dauke vcrpfiichtet bin. Im Februar 188"2 war ich in der Lage, Herrr. 
Prof. l~osanes yon dem wesentlichea Inhalt der hier wiedergegebenen Arbeit 
Mittheilung zu machen, l~achdem ich sie alsdann Mai 188-) zum Zweck meiner 
Promotlon der philosophischen Facult~t der Universiti~t Breslau iiberreicht und 
im October desselben Jahres als Dissertation hatte drucken lassen, war es zun'~ehst 
meine Absicht, die erlangten Resultate noch eingehender zu verfolgen und sparer 
in erweiterter Fassung einem gffisseren Leserkreise zuzufiihren. Inzwischen hat 
Herr W. F. Meyer  in Tiibingen ein Buch .,Ueber Apolaxiti~t mid rationale 
Carven" (M~rz 1883) herausgegeben, welches neben Anderem einige S~tze dar- 
bietet, die auch in eilaem Theil meiner Arbeit (n~mlich den w167 1, 2 und 8) ent- 
halten sind*). Diese Publication li~sst es mir wiinschenswerth erscheinen, einer- 
seit~ auf deu abweichenden Gesieh~spunkr hinzuweisen, der reich auf die yon 
l=Ierrn Meyer  cntwickelten S~tze geffihrt hat, andrerseits die iibrigen Resultate 
meiner Abhandlung zu verSffentlichen, welche zur Liisung eines construetiven 
Problems hinfiihren und fiberdies jene ers~erw.~bnten S~tze in neQem Lichte 
erscheinen lassen. 
**) ,,Ucber ein Princip der Zuordnung algebraischer Formen." Crelle's 
Journal. Bd. 76. 
*) Auf  Wuusch yon Herrn Meyer  fiige ich die Bemerkung bei ,  class Herr Meyer  bei 
Publication seiner Unterauchungen yon der Dissertation des Herrn S c h 1 e s i nge  r selbstverSt~nd- 
lieh~rweise ked~ne Kenntniss gehabt hat. Man vergiei~he i~brlgens aueh Her~ Meyer ' s  Noteu in 
Bd. XX I  dieser Annalen. ~.~. K le in .  
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,zu einander eonjugirt", sobald die in den Coefficienten beider Formen 
lineare Invariante: 
= o0 . - o ,  + _ .  + o~ o~ 
den Werth Null hat. VermSge dieser Beziehung gehSren zu jeder 
biniiren Form ~ten Grades unendlich viele conjugirte Formen, welche 
al]e derselben -gliedfigen linearen Gruppe angehSren, wenn allgemein 
Lmter einer p-gliedrigen Gruppe die Gesammtheit der Formen verstan- 
den wird, welche sich aus gewissen p Formen linear zusammensetzen 
lassen. In gleleher Weise hi]den die Formen, welche gleiehzeitig zu 
q gegebenen bin~en Formen eonjugirt slnd, eine (~ + I - q)-gliedrige 
lineare Gruppe; da i,dessen jedes Element der Letzteren zu jeder 
Form conju~rt ist, welche aus den q gegebenen linear zusammengesetzt 
werden kann, so erkennt mau, ,dass jeder q-gliedrigen Gruppe yon 
Formen nten Grades eine (n -~ 1 --q)-gliedrige als deren ~conjugirte' 
derart gegeniibersteht, dass jede Form der einen zu jeder Form der 
andern conjugirt ist". Durch diese Gegenfiberstellung ist zugleich ein 
Mittel gegeben, jede lineare ]den~it~t zwischen biniiren Formen dutch 
die Beziehung des Conjugirtseins zu interpretiren und umgekehrt die 
letztere auf die Existenz gewisser linearer Identit~iten zurfickzuffihren, 
da die Tha~sache, class eine Form nten Grades einer lo-g|iedrigen 
Gruppe angehSrt, zusammenf'dllt damit, dass sie zu einer bestimmten 
(n + 1 --p)-gliedrigen conjugirt ist. 
An diese algebraischen Definitionen knfipfen sieh, sobald man 
irgend eine geometrische Representation der bin[iren Formen (z. B. als 
Punktgrul~pen iner unicursalen Curve) ins Auge fasst, 2 Reihen yon 
Aufgaben, n~mlich 
1) Die Aufgabe, zu" einer oder mehreren gegeb~nen Formen 
die conjugir~en zu eonstruireu; 
2) die Aufgabe, alle Elemente einer q-gliedrigen Gruppe zu 
eonstruiren, welche durch q ihrer Formen gegeben ist. 
W~hrend die LSsung" dieser Aufgaben fiir Formen 2ten Grades, 
d. h. die constructive Hersteliung harmoniseher and involutoriseher 
Punktepaare s it langer Zeit bekannt ist, haben yon den fibrigen darin 
geforderfen Construetionen bisher nat wenige eine Erledigung efun- 
den. Fiir Formen 3ten Grades, auf einer cubische~ Raumcurve als 
Tr{iger, sind die Aufgaben (1) und (2) yon Herrn Sturm ~) gelSst 
worden; anderseits hat Herr Serret**) indem er sicl~ der Darstellung 
auf einem Kegelschnitt bediente, die LSsung der Aufgabe gegeben, 
alle Formen zu construiren, welche sich aus 4 gegebenen Formen des 
vierten Grades linear zusammensetzen lassen. 
*) CreUe's Journal. Bd. 86. 
*~) Comptes rendus 87, 2. 
34~ 
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]m Nachfolgenden soll versueht werden, ~liejenigen der A~fgaben 
(1) zu behandeln, welche bei der [~epriksentation der Formen auf 
einem Kegelsehnitte iaerseits, auf einer Raumcurve drifter Ordnung 
anderseits, eine lineare LSsung zolassen; ieh werde mich also insbe- 
sondere mit der folgenden Aufgabe besch~ftigen: ,,Wenn auf einer 
ebenen Curve 2ter Ordnung (resp. einer Raumctarve drifter Ordnung) 
als Tr~ger eine Form /~ten Grades durch die sie reprgsen~irenden p 
Punkte gegeben ist, so sollen alle zu ihr coaju~rten Formen construirt 
werden." 
Da indessen alle diese conju~rten Formen eine la-gliedrige Gruppe 
bilden, so wird die Ausfiihrung der letztgenaunten Constructionen 
zugleich einen Einblick in den Zusammenhang gewiihren, der zwisehen 
irgend (p ~- 1) Formen einer p-gliedrigen Gruppe besteht, und obwohl 
dieser Einbliek nieht aasreieht, am die entspreehenden Aufgaben (2) 
allgemein zu er]edlgen, so wird er doeh erkennen iassen, in welcher 
Riehtung die LSsung derselben za suchen ist. 
Bevor ich an den Gegenstand meiner Untersuehung herantrete, 
will ich eine Reihe yon Siitzen and Definitionen zusammenstellen, 
deren ich mich weiterhin bedienen werde. 
I. Wenn 2 biniire Formen nten Grades zu einander conjuglrt sin(], 
so li~sst sich die ~eine derselben aus den nten Potenzen der Linear- 
factoren der andern linear zusammensetzen.*) 
II. Eine Form ungeraden Grades ist zu sich selbst coajugirt. 
Jeder Linearfactor einer Form nten Grades f stell~ zur nten Potenz 
erhoben, einSzu f conjugirte Form dar.**) 
III. Liegt eine biniire Form nten Grades a~ ~--- (a t ul -~- a~ %)~ 
trod eine ebensolche pten Grades a~ vor, und ist p < ~, so versteht 
man unter der Po la re  yon a~ in Bezug auf a~.die bin~re Form 
derjenigen Punkte, deren (n - -p ) te  Polare in Bezug aaf die Form 
nten Grades zu der Form /oten Grades conjugirt ist. Diese Polare 
wird darch "(a a)~ a~-P dargestellt.***) 
IV. Zwei bin~ire Formen ungleiehen Grades nennt man ,,zu 
e inander  apol~r" ,  wenn die Form des hSheren Grades zu jeder 
Form conjugirt ist, we]ehe die des niederen Grades als Factor enth~lt.)) 
Sotlen demnach a~ un.d a~ (ffir n > 10) zu einander apolar sein, so 
*)Rosanes.  1, c. 
**) Rosaries. I. c. 
***) Reye,  Cretle's Journal, Bd. 78. 
% Reye, Crelle's Journal, Bd. 78. 
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muss (aa)Pa~-P fiir jades x verschwinden; mit.Beziehung auf III. 
ergiebt sich demnach der Satz: 
V. Zwei bini~re Formen sind dann und nut dann apolar, wenn 
die Polare der Form des niederen (p~n) in Bezag auf die Form des 
hSheren (nten)Grades identiseh versehwindet, oder, was dasselbe sag't, 
wenn die (n - -  p)te Polare jades  Punktes in Bezug auf die Form des 
~ten Grades zu der Form pten Grades conjugirt ist. 
Da farrier, wenn wir a~ als fast gegeben ansehen, die Identi~t 
(aa)~ a'~zp ~ 0 mit (n--p-{--1)Bedingungsgleichungen ffir die (p+ 1) 
Coeffieienten yon a~ ~quivalen~ ist, so folgt: 
"VI. Alle Formen pten Grades, welehe zu einer Form nten Grades 
[ftir n > p) apolar sind, bilden eine [ (p+ 1) - - (n - -p+ 1)]=[2p--n]- 
gliedrige Gruppe. Ebenso biiden alia Formen pten Grades, welche 
zu q Formen nten Grades gleichzeitig apolar sind, eine [ (p+ 1) 
- q 0z--P-{- 1)]-gliedrige Gruppe. 
VH. Der Ktirze halber soil weiterhin eine p-gliedrige Gruppe yon 
bin'~ren Formen des nten Grades als e ine G ~ yon Formen bezeichnet p 
werden. Wenn nunmehr eine bestimmte G~ und irgend eine Form 
iten Grades d~ gegehen ist (wobei i < n sein soll), so kann man nach 
denjenigen Formen (n -- i)ten Grades fragen, welche mit c~ multiplieirt 
ein Element der G$ liefern. Man sieht sofort, dass alle solehe Formen 
eine bestimmte G~-~ bilden, yon der wit sagen wollen, dass sie in 
der G~, ,entha l ten"  sei, und dass sie innerha lb  tier G~p der 
Form ~ oder auch  den i Punkten  d ieser  Form zugeh5r t .  
VIII. Der Beziehung, dass 2 biniixe Formen zu einander conjugirt 
sind, entsprieht im terniiren (rasp. quatern~en) Gebiet einer Relation 
zwischen airier Ordnungs- trod einer Classencurve (rasp. Fl~che). Man 
nennt die Curven (Fl~chen) a~ = 0, u~- -0  ,,zu einander conjugirt", 
sobald die Invariante a2 versehwindet. Irgend einer ~gliedrigen Gruppe 
yon Curven nter Ordnung (resp. Classe) steht eine 
gliedrige Gruppe yon Curven nter Classe (oder Ordnung) als ,,eonju~rt" 
gegeniiber, derart, dass jede Curve der einen zu jeder Curve der 
andern Gruppe eonjugirt ist.*) 
In demselben Sinne besitzt jade p-gliedrige Gruppe yon Fl~chen 
nter Ordnung (rasp. Classe) eine 
t 
*) Rosanes 1. e. ~ Ffir n = 2 ist der Begriff der conjagirten Curven be- 
handelt worden yon Smith, proceedings of the London Math. Sociegy, vol. 2, 
Darboux, Bulletin des Sciences Mathdmatiques t. I, sdr. 1. 
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[(n + 1) (~ + 2) (n + 3) 3 
~.~.~ - -  p j  - 
g l iedr ige  Gruppe yon eonjugirten Fl~chen nter Classe (resp. Ordnung). 
IX. Ist eine Curve (resp. Flaehe) n ter Classe u~---~ 0 gegeben 
und ist ein System yon n Geraden (resp. Ebenen), als Curve (Fl~iehe) 
nter Ordnung aufgefasst, zu u ~ ~ 0 conjugirt, so bezeichnet man diese 
t~ 
n Geraden (resp. Ebenen) als ein , ,eon jug i r tes  n -Se i t  (resp. 
n-Flaeh)" der Curve, resp. Fl~che*). Die gemischte Polare yon irgend 
(~z-- 1) Geraden (Ebenen) eines solehen ~Seits (n-Flachs) in Bezug 
auf u~ ~ 0 is~ ein Punk~, der auf der nten Geraden (resp. Ebene) 
gelegen ist. 
X. Hat man eine Curve (FIKche) n ter Classe u~-~-0 und eine 
Curve (Fliiche) pter Ordnung a~ ~- 0, so versteht man, falls p < n 
ist, unter der Po la re  yon a~0 in Bezug auf  u~0 die Curve 
(resp. Fl~iehe) (n -  p)ter Classe a~ u~-p-~-0, d. h. den Oft der Ge- 
raden (Ebenen), deren (n - -T ) te  Polare in Bezug auf a~ ~-0  zu 
a~ ----- 0 conjugirt ist.**) Ist p > n, so ist analog a~ a p-~ ~ 0 die Polare 
von u" ~ 0 in Bezug auf a~ ~ 0. 
XI. Man nennt eine Ordnungs- und eine Classencurve yon ungleicher 
Ordnungs- resp. Ciassenzahl ,,zu e inander  apo] ar ~', wean die Curve 
der hSheren Zahl zu allen Curven conjugirt ist, welche die Curve der 
niederen Zahl als Theil enthalten.***) Sollen demnach a~ = 0 und 
u '~ 0 fiir n > 19 zu eiuander apolar sein~ so muss die Gleichung 
a~, u~-r---~ 0 iden~isch in u erfiillt werden, d. h. 
X1]. Damit eine Curve pter Ordnung C ~ zu einer Curve nter 
Classe K ~ ffir n > p apolar sei, ist nothwendig und hinreichend~ dass 
die Polare yon C~ in Bezug auf K ~ identisch verschwinde. 
Was den Inhalt der folgenden Abschnitte anbetrifft, so bemerke 
ich, dass die w167 1--6 die eonjugirten bin~iren Formen unter der Voraus- 
setzung betrachten, dass ein Kegelsehnitt als Tr~ger derselben gew-Xhlt 
sei. Die S~tze, welche fiir diesen Fall die LSsung der oben fixirten 
Aufgaben ermSglichen, gestatten eine sehr ausgedehnte Erweiterung 
und fiihren so auf eine F~eihe yon curventheoretischen S~tzen, welche 
ich in w 7 zusammengestellt und bewiesen babe. Der fibrige Theil 
ist der Betrachtung der bin~ren Formeu auf der [~aumcurve drifter 
Ordnung gewidmet. 
*) Rosaries I. c. 
**) Reye  I. e. 
~)  Reye  I. c. 
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Die apolaren Curven eines K~gels~hnitts als ,,beig~ordnete Curven" 
der bin~.ren Formen ger~ten 6rades auf demselben. 
Ich gehe nunmehr dazu fiber, die bin~ren Formen auf einem 
Kegelschnitt zu betrachten: Bekanntlich kann jede nicht zerfallende 
Curve 2ter Ordnung dutch geeignete Wahl des Coordinatensystems in 
der Gleichungsform x.,/2 - -  x lx  ~ ~ 0 dargestellt werden~ und ich werde 
daher fiir das Folgende den Kegelschnitt dieser Gleichungsform als 
Grundkegelsehnit~ S w~hlen. Zu jedem Punki,e x(x  I :~2xa) yon S 
gehSrt alsdann ein Parameteri)aar ~ u 2 derart, dass die J~elat,ion: 
besteht. Der Punkt x soll daher auch als Punkr u bezeichne~ werden. 
Triift eine Gerade u (u I u~ us) den Kegelschnitt in den Punl~en 
Z 9, 'so sind (Z 1 Z~) und (~1 ~a) Wurzelpaare der Gleichung: 
ulul 2 -~- u 2 ulu ~ -]- u3u22 ~-- 0 
und mi~hin mind die GrSssen u 1 ~2 us den element,ar-symmetrischen 
Fuuctionen yon ~ ~ proportional, welche wir der l~eiJae nach mi~ 
(Z~)~, (Z~)2, (Z~) s bezeicbnen, so dass wit schreiben kSnnen: 
(2) ,u~ : u~ : u~ ~ Z~ : - -  (~  + ;r y,1) : Zt~ 
= (~) ,  : (~)~ : (~)~. 
Daraus folg~, dams jede symmeOAsche omogene Function yon Z/~ 
vermSge (2) in eine homogene Function yon ~+ iibergeffihrt werden 
kann, d. h. jede solche Function f(Z~)~-/(,~X) kann als linke Seite 
der Gleichung elner besfimmten Classencurve angesehen werden. 
fCJ/~) ~---0 sCell+ alsdann die Bedingung dar, welche zwischen zwei 
Punkten yon S efffiil+ sein muss, dami~ ihre Verbindungslinie die be- 
treffende Curve +angirt. Diese Art, die Gteiehung einer Classencurve 
darzustellen+ soil auf eine besondere (~a~tung yon Curven Anwendang 
finden: 
Nach XI. der Einleitang ist n~mlich eine Curve rater Classe K"  
zu tier Carve 2ter Ordnung S apolar, sobald alle Curven nter Ord- 
nung, welche S als Theil enthalten, zu K+ conjugirt sin& lch will 
im Folgenden die Classencurven dieser Eigenschaf+ n~.her untersuchen. 
Wenn ~ ~ 0 eme Curve nier Ordnung sein soil, welche S aim 
Theil enth~lt+ so is+ nach (l) noth~vendig uud hinreichend+ dass: 
(3) (c~ ~ + c~ ~ x~ + ~'~ 2). ~_ 0 
sei fiir jedes u~ u~. Aus dieser Identit'~t (',3) k5nnen audere durch 
Differentiation ach u resp. dutch Polarenbildung abgelei~e~ werden. 
Eine solche sei dureh: 
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(4) f (e t e.~ ca, x 1 z~) ~ 0 
dargestellt, wo f die Symbole c nur zum nten Grade enth~ilt. Setzt 
man nun auf der linken Seit~ yon (4): 
(5 )  c~ = - (4,/t~ + z~/t,) =- (4/t)~, 
c3 ~-- Zt/tl ~--- (Z/t3) 
so stellt das Resultat, gleich Null gesetz~: 
(6) f [ (z / t ) ,  (4 t~)2 (4/t)~ . ]  = 0 
ffir j eden  Werth  yon  u eine Classencurve dar, die in Folge der 
Gleiehung (4) zu jeder  die Gleiehung (3) erfiillenden Curve c~ ~ 0 
coujugirt, d. h. zu S apolar ist. Wir erhalten ulso aueh eine zu S 
apolare Curve, wenn wir die Potenzen und Producte yon u I z2 durch 
irgend welche GrSssen, oder, was dasselbe ist, wenn wi r  ~1 xe durch  
i rgend we lche  Symbole  bin-Xrer Formen ersetzen .  
Die Gleichung (6) l~sst sieh jedoch noeh einfacher herstellen; 
denn wir hatten sie erhalten, indem wir (3) nach x differentiirteu nd 
dann fiir die c die Substitution (5) anwandten. Da jedoch die Symbole 
c dureh die Differentiation ieht beriihrt werden, so kann man um- 
gekehrt zuerst die Substitution (5) und dann die Differentiation aus- 
fiihren. Durch Einfiihrung von (5) geht aber die ljnke Seite yon (3) 
fiber in : 
und wir erbalten demnaeh den ffir das Folgende fund~mentalen Satz: 
1. Wenn man aus (k Z) ~ (u/t)~ ~ ep (~ Z /t) durch Differentiation 
nach u irgend eine _Form f (~ Z/t) abgeleitet hat, so stellt f (~ 4#)~-0  
(sobald u~ ~ (Ztt)~ gesetzt wird) fiir jeden wirklichen oder symbolischen 
Werth von x eine zu S apolare Curve dar. 
Eine derartige Curve wird demnach insbesondere rhalten, wenn 
man in cp (u k/t) selbst die x durch irgend welehe Symbole ersetzt. 
Hat man also eine bin'~re Form 2nten Grades a~ ~ und ffihrt man 
in (~t Z)", Qt /t)~' ein, so ergiebt sieh: 
(7) a"a" -.~ 0 
als Gleichung einer zu S apolaren Curve nter Classe. Indem man 
Z ~ g-~-~ setzt, erhglt man aus (7) eine Gleichung fiir diejenigea 
Punkte ~ des Kegelschnitts, deren Tangenten die Curve (7) beriihren 
und man erkennt so, dass diese Curve die 2n Tangenten  in den 
Punkten  der  b in~ren  Form a~* ber f ih r t .  
Nun ist abet sofort ersichtlich, dass eine Curve nter Classe u~O,  
welehe zu S (~- - -0 )  apolar sein soll, dutch 2n weitere Bedingungen 
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festgelegt ist; denn die Forderung der Apolarit'~t besteht darin, dass 
die Gleiehung: 
(8 )  s ~ u~-~ - -  0 
in Bezug auf u identiseh stat~ande, und diese Forderung ist daher 
~iquiva[ent mit 
(n - -2 -~-  1) (n - -  2 --~ 2) (n - -  l )n  
2 2 
linearen Bedingungsgleichungen. Diese, zusammeu mit den 2n weiteren~ 
geben abet in der That n (n q-3) Bedingungen d.h.  so viele als zur 
2 
Bestimmung einer Curve nter Clusse eribrder|ich sind. 
Wenn wir insbesondere die Forderung stellen, dass eine Curve 
nter  Classe zu'S apolar sere und die Tangenten tl, t~_, . . . .  t~, in den 
Punkten x l ,  x~, . . . ,  x2, der bin~ren Form a ~ beriihren sol] (wobei x 
ein i-facher Punkt der Form dutch i unendlich benachbarte Punk~e 
ersetzt werden kann), so haben wit ~(nq-3) lineare Bedingungen, 2 
welche nlemals abh~ngig sein kSnnen, vcie immer auch a~ ~ beschaffeu 
seia mag. Denn w:s sie abhi~ngig, so miisste jede apolare Curve 
nter Classe, die tl~ t : , . . . ,  t,z,~-: beriihrt, auch t~ zur Taugente 
haben. Ist abet b~." die biu/~re Form der 2n Punkte xl,  x.~, . . . ,  x~,-Lx, 
wo x ein beliebiger yon x2~ verschiedener Punkt ist, so stellt b~b~ == 0 
eine Curve jener Art dar~ die abet t~ n icht  beriihrt. Wir sehen also'C): 
dass  es s te ts  e ine und nur  e ine Curve  nter  C lasse 
g iebt ,  we lche  zu e inem Kege lschn i t t  S apo lar  i s t  
und 2n be l ieb ig  gegebene Tangenten  desse lben  be-  
~ die b in~re  Form der  2n Ber i ih rungs -  r i ihr t .  I s t  a x 
punk~e,  so beze ichne  ich jene  Curve  als , ,be ige-  
o rdnete"  Curve  der  Form a x2~, 
oder mit anderen Worteu: 
1st e ine  Curve" n ter  C lasse zu S apo la~ und i s t  a~ ~ die 
b in~re  Form der  2n Punkte  yon S~ deren  Tangenten  sie be- 
riihren, so ist ihre Gleichung a~ a"~ 0 (fOr (~t~)~  ul). /z 
Es l ie~ hier nahe, sieh naeh einem Kriterium umzusehen, welches 
an einer symmetrischen Form f(~t9) direct erkennen liesse, ob 
f(~t~) ~ 0 zu S apolar ist. Ich will ein solches ableiten, obwohl ich 
sp~terhin nur voriibergehe~d Gebrauch davon machen werde; man 
wird auf dasselbe gefiihrt, sobald man versucht, die bekannte Reihen- 
entwicklung fiir Functionen mit 2 Reihen yon bin~ren Ver~uderlichen 
*} Dieser Satz ist bereits yon Herrn Lindemann ausgesprochen worden. 
Cfr. Bulletin de la Soc. Math. de Franc% V. 
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auf a" - "  anzuwenden. ~t ~tz 
Operationen *): 
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Indem man n~imlieh die dabei zu benutzenden 
1 ~f /z~l '
ADf - -  n+ 1 ~-g-~[/ ~ + 
~- ~'f ~f 
Qf  
an /'~---a~a~ ausfiihrt, so bemerkt man, dass 
(9) .  f=  AD/  
ist und mithin wegen der Relation 
f = ADf  + n 
auch :
(10) Qf~-  0 
ist fiir jedes tund  ft. Wir sehen also, 
dass ffir die l inke  Seite f()~t~) jeder  zu S apo laren  
Curve die g le ichbedeutenden [~e lat ionen (9) und (10) 
ge l ten .  
Es besteht aber auch die Umkehrung: 
I s t  ADf--=f~ so ist  /'(Art) ~- 0 e ine zu S apo lare  Curve  
denn setzen wir 
(2 )  f (z t0 = u- -~ a~. (z tL), 
so ist- 
Df  = [Za,(Zt~),]"-' [ Za,  (t~ t~),], 
(n + 1) AOf= (n -- 1) [Za,(Zt~),] --~ [Zai(ZZ),] [Xa, (~) , J  
+ 2 [X~gzt@? 9 
Also, well ADf= fund  p2a,(Zg),3-= f i s t ,  so ~l t :  
(H) f = .  [ z ~, ( z ~ ),] .-'2 [2~,(xz),] [x ~, (t~ t~ ),3 
als eine in ~ und tt identische G leichung: Wenn nun t irgend eiue 
Tangeate yon f ~ u~ ~ 0 ist. welehe S in den Punkten ~# schneider, 
und welche demnach die Coordinaten (/ttL)i besitzt, so wird die rechte 
8eite yon (11) durch ~ und t~ annulir~. Da abet die drei GrSssen 
(~Z)i ~ ~" die Coordin~te~ der in X an S gezogenen Tangente 1 vor- 
stellen und die Bedeutung yon (tttt)~ ~--m~ analog ist, so folgt, dass 
das Geradenpaar l m zur eonischen Polare yon t in Bezug auf f 
(welehe K heissen mSge) eonjugirt ist, oder was dasselbe besagt, dass 
die dutch den Schnit~punkr yon 1 und m an K gezogenen Tangenten 
~ Clebsch, Binge Formen, S. 15. 
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tit. ~ ein conjugirtes Geradenpaar yon S bilden. Der erw~mte Sehnitt- 
punkt ist offenbar Pol yon t in Bezug auf S; mithin bilden t t l t  2 ein 
Polardreiseit yon S. Alle drei Seiten desselben beriihren die Curve 
K,  t~ t~ n~mlich nach Constructioa, und t, weft es Tangenbe yon fist 
und ats solche yon seiner Polarcurve K beriihrt wird. Die Curve 
2ter Classe K ist demnach zu der Curve 2ter Ordnung S ~ ~ ~ 0 
conjugirt; d. h. die Gleiehung ~- '~s~0 besteht fiir jedes t, fiir 
welches t~ ~ 0 ist~ uad well die letztere Gleiehung yon hSherem Grade 
in t i s t ,  als die erste~ so gilt t~-~s~-~-0 fiir j edes  t iiberhaupt; oder 
mit anderen Worten: f - -~u~ ~0 ist z~ S apolar, wie behaup~et 
wurde. 
w  
EigenschaR der beigeordneten Curven conjugirtBr (resp. apolarer) 
bin~rer Formen geraden Grados. Serret's Construotion. 
Aus der Identit~t: 
a"a" ~ ~a,2(21~)~ -- a, a2(2t~)z + a22(~/~)t] " 
"0"  r ~ ~ ~ ~ .bel~eoone~en Curve folgt, dass die Gleichung der der Form a
sieh schreiben l~sst: 
0 = u.~, ~--- [atZu~ --  ata.,u ~ -~- a2~uij " 
und dass demnach fiir v /~ (AM); 
(12) v u~, -1 -~ a za~a~-lau-~ - 0 
die erste Polare der Verbindungslinie yon h und M in Bezug auf 
a"a"~ 0 vorstellt. Die Gleichm~g (}2) ist abet niehts auderes als 
die Gleiehung der beigeordneten Curve yon a~ama~'~-~ und es /blgt 
demnaeh der Satz:*) 
2. Jeder bin5ren Form 2uteri Grades ist eine bestimmte Cu~we 
n ter Classe beigeordnet. 1)er gemisehten _Polaren 2er _Punkte ,in Bezug 
auf die biniire Form ist in demselben Sinne eine Curve (n -  1)ter 
Classe beigeordnet. Diese letztere ist die erste _Polare der Verbi~wlungs- 
linie beider Punkte in l~ezug auf (tie erstgenannte Curve. 
Bind nunmehr xtx2 . - .  x~. irgend 2n Punkte yon S und 
(v~vo-.-  v~) n Geraden, die siimmtliche Punkte enthaiten, so ergiebt 
sich in derselben Weise wie (12) die Gleichung: 
aata au~ 9 . . a~r  t ~ VlaV2a - . , v r t  a .  
Verschwindet die rech~e Seite dieser Gleichang, so gilt dasselbe 
flit die linke, mithin folgt: 
9 ) A uch dieser Satz ist "yon Herrn Lindemann I. c. augeffihrt wordem 
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3. Irgend ein conjugirtes n -Se i t  de,t Curve a 'a  ~ -~-0 schneidet den 
3, conjugirten Form. Kegelschnitt in den Punkten ether zu a~ 
Es seien ferner: 
a l~0,  a~-0- . .a~,~-~0 
lineare Formen yon der Beschaffenheit, dass al~.a2~ . . .  ae~.~ zu 
2~ conjugirt ist; daan gilt (cfr. Einleitang I) die Identitiit in u: a u 
. a S 
also ist auch fiir jedes )tund u: 
a~a "~__@la~a" - -~-  a" a" -J- . . , -3 V . a" a" 
/z 1,u ~ '2  2). 2a  ~,~2. 2 . ,2  2n,~" 
Nun ist aber [fiir ui ~ (~) i ]  ai~ai~ ~ 0 offenbar nichts anderes 
als die Gleichung des Panktes a i~:  0; wenn demnach die Coordi- 
nafen dieses Punktes x~lx~ixi3 sind, so besteht die in ui----(A@)~ iden- 
tische Gleieh ung: 
a" d ~ ~ Qi u~, -~ u" 9 9 u "~ 
Daraus folgt: 
4. Haben wir  2n  t)unMe des Kegdschnitts, deren biniire Form 
zu a~ ~ conjugirt i~t, so ist jede dutch diese _Punkte gehende Curve 
n ter Ordnwng zu a~a ~ 0 conjugirt. 
Es gilt aber aueh die Umkehrung: 
5. Wenn dutch 2 ~ _Punkte yon S eine C~rve b~ ~ 0 gelegt werden 
kan~b, die zu a 'a '~ 0 conjugirt ist,  so hat jede dutch diese Punkte 
gehende Curve nter Ordnung dieselbe Eigenschaft und die bin~ire Tbrm 
2, eonjugir~. der 2n  Punkte is~ zu a~ 
Denn ist c~ ~ 0 eine 2~e" Curve, welche dureh jene 2n Punkte 
geht, so schneiden sich b '~ 0 und c~-~--0 ausser in diesen, noch in 
n(n -- 2) Punkten, dureh welche bekanutlich eine Curve (n -  2)ter 
Ordnung m~ -2 hi ,  dutch gelegt werden kann, d. h. es ist: 
C----- ob~ + as  m ~  * 
Da abet beide rechtsstehende Curve, zu a ' , , '~  0 conjugirt sind, 
die erste nach Voraussetzung, die zweit% weil a ~, - '~-  0 zu s~ ~-- 0 
apo]ar ist, so ist auch c'~--0 zu a 'a '~-0  conjugi~. Demnach st~llt z ~ :a 
eta System yon n Geraden, die s~mmtliche 2n Punk~e enthalten, ein 
conjugirtes n-Seit yon a'a*z~,~-~ 0 vor, und aus S~tz 3 folgt also, dass 
~" eoajugirt ist, womit der Satz 5 die bia~re Form der 2n Punkte zu a  
vollst~adig bewiesen ist. 
Specielle F~lle der ange~fihrten S~tze ergeben sich, wenn man 
~" upoluren ~'ormen betraehtet. Es gil~ insbesondere der Satz: die za a  
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6. Wenn 2p 1)unkte (p < n) eine apolare Form yon a~ ~ "bilden, 
so ist jede Curve p ter Ordnung, welche dutch diese _Punkte hindureh- 
geht, zu a~a ~ ~ 0 a~olar. 
i z 
Die S~tze 4 und 5 kSnnen noch in anderer Welse ausgesprochen 
werden. Zun:ichst bemerke man, (lass die duale Betraehtung natur- 
gem~ss darauf fiihrt, jeder Form a~ ~ auch die bestimmte Curve nter 
Ordnung ,,beizuordnen", welche zu S als Classencurve apolar ist und 
durch die 2n Punkte der Form hindurchgeht. Diese Curve ist aueh 
nichts anderes als die reciprok-polare Figur der beigeordneten Classen- 
curve in Bezug auf den vorliegenden Kegelschnitt S. Es folgen jetzt 
unmittelbar die S~tze: 
4a. Sind 2 biniire lXormen geraden Grad2s conjugirt, so ist die 
beigeordnete Ordnungscurve der einen zur beigeordneten Classencurve der 
andern conjugirt. 
5a. Haben wit 2 biniire Formen geraden Grad2s und ist die bei- 
geordnete Ordnungscurve der einen zur beigeordneten Clqssencurve der 
andern eonjugirt, so sind die biniiren Formen zu einander eonjugirt. 
Weiterhin kann man yon der Betrachtung der zu einer Form 
conjugirten Formen zur Betrachtung der Gruppen iibergehen. Einer 
G ~ steht" eine conjugirte G~,,+:_~ gegeniiber und jeder Form der 
P 
Letzteren ist eine Curve nter Classe beigeordnet. Man erh~ilt so eine 
(2n-{-1--p)-gliedrige Gruppe F, welche nur aus apolaren Curven 
besteht. Dieser steht wiederum eine 
(n -b 1)2(n + ~) __ (2n -~- 1 -- p) -~- n(n 2-- 1) .+.p. 
gliedrige Gruppe G yon Ordnungscarven gegeniiber. Legt man nan 
durch die 2n Punkte einer zu G ~" gehSrigen Form irgend eine Curve 
P 
nter Ordnung, so ist dieselbe nach Satz 4 zu der ganzen Gruppe [- 
conjugirt und gehSrt also der Gruppe G an i umgekehrt iblgt aus 5, 
dass s~mmtliche zur Gruppe G gehSrige Curven, welehe $ n ieht  in 
sich enthalten, auf S Formen der G~" aussehneiden. Es folgt demnach: 
7. Haben wit auf S(p-~- l) biniire 2Wormen derselben G~. und jo 
legen dutch die 2n Punkte einer jeden eine bdiebige Curve nter Ord- 
hung, so bilden diese (1o-{- 1) Curven, zusammen mit der (n -  1)n 
2 
gliedrigen Grulrpe der S enthaltenden Garven nicId eine [.(n__~)~ ~-p+ 1]- 
soru~. .ur  e/he [ (n-~l i .  + pJ-gliedrige Gruppe. 
Dieser Satz gewiihr~ einen deutliehen Einbliek in den Zusammen- 
hang, der zwisehen einer Anzahl yon bingren Formen geraden Grades 
obwaltet, welche dutch eine lineare Identit~t verbunden, sind, under  
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l:,iSSt erkennen, worauf es bei der LSsung derjenigen Aufgaben ankommt, 
welche ich in der Einleitung unter (2) angefiihrt habe. 
Ieh will dies f~r den Fall erliiutern, dass p = 2e ist. Wenn 
eine G~ ~ vorliegt, so steht ihr eine bestimmte Form 2nf~n Grades 
2~ 
a~ ~ als conjugirt gegentiber und dieser wiederum isL eine Curve nter 
Classe K ~ beigeordnet. [rgend n Gerade, welche alle 2n Punkte einer 
Form der G~2 ~ enthalten, bilden ein conjugirtes n-Self der Curve K =. 
Diese aber ist eindeutig bestimmt, sobald n(~+ 3) conjugirte n-Seite 
2 
derselben gegeben sind; mithin miissen sich auch alle conjugirten 
n-Seite yon lf:" (trod damit alle Formen der Gruppe) cons~ruiren 
lassen, sobald irgend n(n+3) solcher n-Seite bekannt sin& Diese 
2 
kSnnen jedoeh stefs hergeste]lt werden, wenn 2n Formen der Gruppe 
gegeben sind, da hierzu nur n5fhig w~ire~ dass durch 2n Punkte sich 
mehr yon einander verschiedene -Seite legen ]assen (die alle 2n Punkte 
n + 3 an~ebt. Aus alledem folg~ dass die enthalten), als die Zahl 
Aufgabe: ,,alle Elemente einer G e~. zu eons~alren, wenn 2n Formen 
derselben gegeben sind", sich zuriiekfiihren liisst auf die folgende: 
,,Wenn ~(~+ 3) conjugirte n-Seite einer (nich$ bekannten) Curve 2 
nter Classe gegeben siadr so sollen aUe conjugirten -Seite derselben 
constrnirt werden". 
Da eine L5sung dieser letztgenannten Aufgabe blsher nur far 
n = 2 bekanng ist, so kann diese Betrachtung nur fiir die Construction 
der G~ verwerthet werden, welche, wie schon erwKhnt, Herr Ser re t  
angegeben hal  Wenn niimlich 4 Formen einer G~ gegeben sind, 
welehe resp. aus den Punkten: 
a ib ic id l  ( i=  1,2,3,4) 
bestehen, so bestimme man die 5 Geradenpaure 
al b I - -  cj dl , 
a~b 2 ~ czd~, 
a4b 4 ~ c4da, 
a ,d  a - -  bae 4. 
L~t alsdann a~b~csd 5 ein 5tes Qaadrupel der G~, so gehSrt naeh 
Satz 7 jedes durch dies Quadrupel gehende Geradenpaar mit den 5 
eben angegebenen'Paaren ei  und derselben 5-gliedrigen Gruppe yon 
Curven 2ter Ordnung an; d. h. sie sind alle ein und derselben Curve 
2ter Classe K conju~rt. Wir wissen auch, dass dieser Kegetschnitt 
Conjugirte binl~re Formen. 533 
nichts anderes ist, als die beigeordnete Curve derjenigen biquadra- 
tisehen Form, welche zu den ganzen G~4 eonjugirt ist. Dureh die 5 
erstgenannten dnju~rten Geradenpa~re ist jedoch dieser Kegelscl~fitt 
K vollst~dig bestimmt und man kann naeh bekanntem Construetlons- 
verfahren, ohne ihn selbs$ herzastellen, zu jeder Geraden den Pol in 
Bezug auf denselben construiren. Wean mithin 3 beliebige Punkte 
a~ bsc~ zu einem Element der G~ erg~nzt werden sollen, so hat man 
nur den Pol yon as b ~ in Bezug auf K zu bestimmen and denselben 
mit c 5 zu verbinden. Wird der 2re Sehnittpnnkt dieser Verbindungs- 
linie mit S durch d~ bezeichnet, so stellt asbscsd~ ein Quadrupel der 
G~ ~or, wie es verlangt wurde. 
w 
Erweitermag fiir Formon magoraden 6rades. 
Um die Betrachtungen der vorigen Paragraphen ffir l~'ormea un- 
geraden Grades zu verwerthen~ muss man ant" die ersten Polaren dieser 
Formen zuriickgehen. Liegt n'~mlich die Form a ~+1 vor, so ist der y. 
Polaxen jedes Punktes O (d. h. der bin~en Form aca~ ~) die Curve 
a a~a~ ~ ~0 q ~ aaQ 
beigeordnet~ Wir kSnnen also sagen, 
dass jeder  Form (2n-{- 1)ten Grades eine Curvenschaar  
n~erC lassederar t ,be igeordaet  ~ ist, dass jedemPunkte  
vonS  e ine -best immteCurve  d rselben zugehSrt .  Die 
Punkte  des Kege lschn i t t s  und die Curven der Schaar  
s ind dadurch pro ject iv i sch  zugeordnet .  
Sind nun z lx~. - ,  x~, irgend 2n Punk-re yon S and (v lv2 . . .  v.) 
n Geraden, welehe s~immtliehe Ptmkte enthalten, so ~lt  nach Friiherem 
die Gleiehung: 
aq ax  1Ctx 2 9 9 9 ax2= ~ V laq  V2aq " ~ " V , ta~ 
miihin folgt: 
8. E in  conjugirtes n .Se i t  der zu O geh6rigen Curve der beigeord- 
neten Schaar schneider den Kegelschnitt in 2n t)unk~en, wdche mit q 
zusammen ei,~e bindre _Form bilden, die zu a~'+ 1 conjugirt ist. 
Sind ferner al~-~-0, a~-0 . - -a~,x~0 Punkte (mit den 
Coordinaf~n xilxi2xla) derart, dass (0x) at~ a~ 9 9 . a2~,~ zu a~+ ~ con- --X 
jugirt ist, so gilt die ]den~it~t in u~x~: 
i----.29t 
a t 
2 ~t--1 
i~-1.  
Mithin ist: 
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2~z 
a a 2n ~__ 2 a 28 e z ~i  ea ix  
1 
und es gilt far (;~/~)~ = u~ die in u identisehe Gleiehung: 
2~ 2~ 
1 1 
Daraus folgt: 
9. Ist die biniire Form yon (2n + 1) Punkten zu a~+ 1 conjugirt, 
so ist jede Curve nter Ordnung, welche durch 2n dieser Punkte geht, 
zu der dem (2n + 1)ten Punkte zugeh6rigen Curve conjugirt, 
und umgekehrt: 
10. Wenn dutch 2n Punkte yon S eine Curve nter Ordnung hin- 
dutch geht, die zu ae a~ a~ ~ 0 eonjugirt ist, so hat jede dutch diese 
Punkte gehende Curve diese[be Eigenschaft und die 2n Punkte zusammen 
~+1 conjugirt ist. mit O bilden eine bin~ire Form, die zu a  
Der letzte Satz folgt aus 9 mit Hiilfe yon 8 ebenso, wie 5 aus 4 
mit ttiilfe yon Satz 3. 
Man kSnnte ohne Sehwierigkeit Theoreme aufstellen, welche den 
S~itzen 4a und 5a entsprechen, doch wfirden diese nicht yon der 
gleiehen Einfachheit sein. 
Ein dem Satz 7 correspondirendes Theorem ffir Formen angeraden 
Grades kann man erhalten, wenn man allen Formen einer G~+ 1 einen v 
beliebig fixirten Punkt hinzufiigt und auf die so entstehende ~"+e den 
Satz 7 anwendet: 
11. Haben wir auf S (p + 1) Formen einer G~"+ 1 und legen 
P 
dutch die (2n+l )PunMe einer jeden und einen beliebig fixirten Punkt 
yon S je irgend eine Curve (n + 1)ter Ordnung, so bilden die so er- 
haltenen (19 + l ) Curven zusammen mit der n(n + 1) gliedrigen Gruppe 
"2 
der S enthaltenden Curven (n -~ l ) ter Ordnung, nieht eine [ ~  + lO -} - 1] - 
8ondern nur eine In(n W2 1) + 2]-gliedrige Gru_~.. 
w 
Projectivische Erzeugung der beigeordneten Curven. 
]eh kehr.e nunmehr zu dem Satze 1 zurfick~ um eine weitere An- 
wendung desselben zu geben. Indem ieh auf cp ~-- (u~t)~+ 1 (xg)~+ l die 
Operation: + ~-~-I anwend% erlange ieh: 
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(~3) 
Ist nun a~ "~-1 eine beliebige biniixe Form (2n- I -1) ten Grades 
und setzen wir in (13) 
ul ~ a2,  u~ ~ - -  a 1 
so ergiebt sich nach Satz 1 fiir ui = (;ty)~ 
als Gleichung einer zu S apolaren Curve, und zwar ist es (lie der Form 
(Ou) a~+ 1 beigeordnete Curve (n -t- 1)ter Klasse. 
Die Gleichung (14) kann jedoch aus: 
(15a) 0 -~ a~a ,, 
erhalten werden, indem man (lie Identit~t in u: 
0,6) = (qz) (~,~) + (~)  (~z) 
ge]ten l'~isst~ d. h. wenn man annimmt~ dass: 
(15b) 0 = (O~t) (a/~) Jr- (p/~) (aZ). 
Die Gleichung (14) ist also das Elimlnationsresultat yon a la  2 aus 
(15a) und (15b). FOr (~g)~ ~ u, ist (15a) die Gleichung der dem 
Punkte a zugehSrigen Curve Ko derjenigen Curvenschaar, welche der 
~+1 beigeordnet ist; (15b) dagegen isL die Gleichung des Form a x 
Punktes ~ in dem die Tangente in ~ yon der Tangente in a gesehnitten 
wird. Dieser Punkt s und jene Curve sind einander eindeutig zu- 
geordnet, und wenn man 6 variirt, so beschreibt K ,  die beigeordnete 
Schaar und se ine  dazu projectivische Punktreihe. Demnach stellt 
(14) das Erzeugniss dieser beiden projectivisehen [~eihen vor, und man 
hat den Satz: 
12. Wenn eine bin~ire Form ungeraden Grades a~'+ 1gegeben ist~ 
so geh6rt zu jedem Punkte a yon S eine bestimmte Curve der beigeord- 
helen Schaar. Fixirt man nun au[ S einen t)unk~ ~ und schneider 
die Tangente in O durch die Ta~gente jedes Punk~es a im Punkte s, 
so ist mittelbar jedem Punkte s ei~e Curve der Schaar zugeordnet. Das 
Erzeugniss der so erhaltenen projectivischen l~unktreihe und Schaar ist 
diejenige Curve (n-[- i)ter Classe, welche der bini~ren Farm (Ou) a~+ t
beigeardnet ist. 
~ vorliegr so kSnnen Wenn eine bin~re Form geraden Grades a x 
wir den Satz 12 fiir die Polare eines beliebigen Punktes ~ anwenden, 
welche yore (2n -  1)ten Grade ist. Die zu dieser Form : ,~-~x ge- ta r  ~x ) 
hSrige Sahaar wird durch: 
a e a .  a i -~ a~- '  = 0 
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bei variablem 6 dargestellt; sie besteht daher [nach G1. (12), Seite 528] 
aus denjenigen Curven (n---1)ter Classe, we}che rste Polaren der 
einzelneu Strahlen des Strahlbiisehels um t~ in Bezug auf die Curve 
a~ a~ ~ 0 sind. Wendet man nun den Satz 12 auf die bin~ire Form 
a~ a~ ~-1 an, indem man gerade den Punk~ 0 als festen Punkt wiihlt, 
2n- -1  so wird schliesslich diejenigeCurve erzeugt, welche der Form (9 ~t) a~ a x 
beigeordne~ ist. Diese Form aber kSnnen wir ansehen als die erste 
Polare yon 0 in Bezug auf (Q~t)a~ ~. Die erzeugte Curve gehSrt also 
dem Punkte Q innerhalb derjenigen Sehaar zu, welehe der Form 
(0~) a~ * beigeordnet ist. Es ergiebt sich mithin der Satz: 
~ vor, deren bei. 13. Liegt eine bingre ~'orm geraden Grades a~ 
geordnete Curve K sei~ u~d nimmt ma~ au[ S einen PunL't 0 beliebig 
an, construirt alsdann zu irgend eirg~r dutch 0 gehend~m Geraden die 
erste Polare in Bezug auf K und schneidet die Tangente in ~ dutch 
die Tangente des 2ten Schnitt~nktes a der Geraden in s, so sind jene 
erste _Polare und dieser _Punkt s eindeutig zugeordnet. Man erh~ilt also, 
wenn man die Gerade dutch ~ variirt, eine Gurvenschaar (n - -1 ) ter  
Classe und eine zu ihr 2yrojectivisehe Punktreihe. Das JErzeugniss beider 
ist diejenige CAtrve ~er  Classe, welche dem Punkte ~ in derjenigen 
Curvenschaar zugeh5rt, die der t~orm (Ox) a~ ~ beigeordnet ist. 
Man sieht sofort, worin der Nutzen der S~itze 12 and 13 besteht: 
Wenn man n~imlich weiss, wie zu jeder Form 2ntea Grades die bei- 
geordnete Curve zu construiren ist, so ist man naeh Satz 13 im Stande, 
die Curveuschaar, welche einer Form (2n + 1)ten Grades beigeordnet 
ist, zu eonstruiren und die projectivische Beziehung derseiben zu den 
Punk~n des Kegelschnittes festzulegen; denn man kann mi~ Hfilfe 
dieses Satzes zu den (2n + 1) Punkten der Form die zugehSrigen 
Curven der Schaar projectivisch erzeugen, und die projectivische Be- 
ziehung ist dadurch mit besiimmt, well 2n + I schon fiir n ~ 1 den 
Werth 3 hak 
Weft man nunmehr zu jeder Form (2n + 1)ten Grades die bei- 
geordnete Schaar und ihre Zuordnung zu den Punkten yon S be- 
s~immen kman~ so darf der Satz 12 angewandt werden and fiihrt zur 
projectivischen Erzeugung der Curve~ welche einer beliebigen Form 
(2n + 2)t6n Grades beigeordnet ist, Indem man so forLF~trt, ab- 
weehse]nd ie SKtze 13 und 12 anzuwenden, gelang~ man dazu, die 
beigeordneten Curven jeder Form hSheren Grades zu erzeugen unter 
der alleinigen V'oraussetztmg, dass man zu jeder Form 2nten Grades 
die beigeordnete Curve eonstruiren l~ann. Da aber diese Voraussetztmg 
fiir n-~-1 erftillt ist, so ist iiberhaupt die Construction dieser bei- 
geordneten Curven trod Curvensehaaren im Prineip erledigt. 
Es mSge hier, obwohl ieh weiterhin keinen Gebraueh davon 
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mache, noch angedeutet werden, welche ~esultate man erlangt, .wenn 
man den Satz 1 fiir die mehrfach polarisirte Form (u;t)'(u~)* an- 
wendet. Indem man n~imlieh die Gleichung (13) der Operation 
6t ~z-~- ~ § as ~ unterwirft, ergiebt sich: 
(16) ~"  ~J § ~2 
Setzt man nunmehr u~ ..~ a2, ~2 ~- -a l ,  so erhiilt man nach 
Satz 1 : 
(17) 0 ~-~a ~-1 ,~"-~ [(o~)a~ § (o~)a~] [ (a ;t) a/, -~ (a~)a~)] 
als Gleichung einer zu S apolaren Curve, und zwar is~ es (lie der 
bin~iren Form a~'(pu) (an) beigeordnete Curve (n § 1)ter Classe. 
Die Gleichung (17) ents~eht aber aus: 
(18) 0 ~ a~ -~ a "-~ % ~, a~, 
indem man die fblgende IdentitY( in ~ gelten l~isst: 
~)(~)  ~ ~[Cqz)(~) + (q~)(~z)] [ (~z)(~)  + (~) (~ z)] 
d. h. wenn man annimmt, dass die rechts stehende quadratische Func- 
tion yon u, welche ich abkiirzend mlt ~p(uu) bezeichnen will~ ffir 
x~ ~ v~ und u~ ~ eo~ verschwindet. Die Gleichung (17) ist demnach 
das Eliminationsresultat yon v~) aus der Gleichung (18) und den  
2 weiteren Gleichungen: 
I : ]  =~ 
19 ~P(eo ~) ~ 0. 
Jede der GIeiehungen (19) ist fiir u~ ~ (X~)~ die Gleichung eines 
bestimmten Kegelsehnitts; belde bertihren die Ta~gen~en i ~ und (~, 
der erste beriihr~ iiberdies S im Punkte v, der zweite ebenso in eo. 
Wir kSnnen jedoeh die Kegelsehnitte (19) noch niiher charak~erisiren: 
Setzt man n~nlich in (16) u~ ~ v~, g~-~-%, so erh.:ilt man offenbar 
and dies is( nach Satz 1 die linke Seite einer zu S apolaren Curve. 
Wir sehen also, 
dass der Kege lsehn i t t  ~p(vv)~ 0 mi t  dem (n - -1 ) - faeh  
gez~hl ten  Punkte  v zusammen e ine zu S apo lare  
Curve (n § 1)ter C lasse bi lde~. 
Man kSnnte also, indem man nur sehr spezielle F~lle tier S~ze 
35* 
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13 and 12 in hnwendung br~ehte, projectivisehe Punktreihen angeben, 
welche ~p(v~)-~ 0 oder ~b(r 0 erzeugen wfirden. 
Die Curven (19a) und (19b) haben 4 gemeinschaftliche Tangenien, 
yon crenen 2, ngmlich die Tangenten yon S in r und a lest, die beiden 
andern mit v e~ variabel sind. Jedem Punktepaar v a~ entsprieht also 
ein Geradenpaar mad eine Curve (n -  1)ter Classe (18), welche da- 
dutch einander eindeutig zugeordnet sind. l~s wird einfach unendlieh 
viele Male vorkommen, dass eine Gerade des ,';eradenpaars die zu- 
gehSrige Curve tangirt. Die Geraden dieser Eigenschaft amhiillen die 
Curve (17), d. h. die beigeordnete Curve yon a~" (O x) (a x). 
Man sieht, wie diese Betraehtung mater fortwghrender Anwendung 
des Satzes 1 fortgesetzt werden kann und zu Erzeugungsarten 
derjenigen Curven fiihrt, welche den Formen a~(ex) (ax)  (vx), 
a~=(Qx) (6a)( ,a)  (cox) etc. beigeordnet sind, sobald die beigeordnete 
Curve yon a~ ~ bekannt ist. 
w  
LSsung eirer ]~filfsaufgabe. 
Die Sgtze 12 und 13 gestatten ganz allgemei~ die Construction 
der za einer biniixen Form conjugirten Formen, sobald die LSsung 
der folgeaden Hiilfsaufgabe bekannt ist: 
14. zEine Sdtaar yon Curven nter Classe (f i irn > 1): 
sei nicht se~st gegeben, abet es sei m6glich, zu jeder einzelnen Curve 
derselben siimmtliche conjugirte n-Seite linear zu construiren*). ~Es sei 
ferner eine zu dieser Schaar projectivische _Punktreihe H: 
(20 b) u~, + ~ uB ~ 0 
gegeber~ (wobei die Elemente des~elben Parameters ieh ents!yrechen). .Es 
sollen alle conjugirten (n n t- l)-Seite der yon den beide~n projectivischen 
l~eihen er~eugten Curve: 
UA ~B ~ 0 
construiar werden. 
Ieh nehme an, class die entsprechende Aufgabe  ftir e ine 
Curvensehaar  (n -  1 ) te rC lasse  bere i t s  ge lSs tse i ,  undwerde 
zeigen, dass und wie sie alsdann ftir die (vorliegende) Curveaschaar 
nter Classe zu 15sen ist. 
*) Darunter sol1 stet~ verstanden w~rden, dass man im Staude sei, die ge- 
miseh~e Polare yon irgend (n -- 1) Geraden i~ Bezug auf die betreffende Curve 
fiaear herzustellen. 
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Zu .diesem Zweck wil! ich die Punkte der Punktreihe (~0 b) mit 
~ i~2. , .~. , . ,  die entsprechenden Curven  der Schaar  (20a) mit 
K I K : . . .  K~ . . . und das Erzeugniss beider Reihen mit (~ -- K)  be- 
zeichnen. Ausserdem soll allgemein K~ die Polare der Geraden v in 
Bezug auf eine Classencurve K bedeuten. Danach wird (~ - -  K)~ die 
Polare yon v in Bezug auf (~ - -  K) ,  dagegen (~ -- K~) das Erzeugniss 
der projectivischen Reihen (~1~ . . . ~i.  9 .) (KI~ Ks . . . .  K io . . . ) * )  
vorstellen. Ieh behaupte nun, dass die Curve (~-  K)o derjenigen 
Schaar angehSrt, we]che gebildet wird: 
1) yon der Curve (~-  K~), 
2) yon derjenlgen Curve, welche innerhalb der Schaar 
der Curven K dem Sehnittpunkt yon H mit v entspricht. 
In der That folgt, aus (21) durch Polarenbildung die in u iden- 
tische Gleiehung: 
(22) (n -~ 1) v r u~ ~ n 
~A ~B ~A q)B I 
welehe das Gesagte best~t:igt. 
Sehreibt man nunmehr v l an Stelle yon v und bestimmt in Bezug 
auf die 3 genannten Curven~ welehe derselben Sehaar angehSren~ die 
gemischten Polaren yon (n -  1) weiteren Geradea v~. . .  v~, so er- 
h'~lt man3 Punkte, welehe auf derselben Geraden liegen. Der Ptmkt 
(~r - -  ~7) ........ ~ lieg~ demnach auf der Verbindungslinie der folgendeu 
2 Punkte: 
1) des Punktes (~r -  K~,)~,~,..o . Dieser Punkt ist linear con- 
struirbar, well wit angenommen haben, dass die Aufgabe 14 gelSst 
sei, sobald an Stelle der Curvenschaar nter Classe eine Schaar yon 
Curven (n -  1)ter Classe gesetzt wird, wie bier der Fall ist. Um 
aber darzuthtm, dass die Voraussetzungen der (f/it (n ~ 1) an Stelle 
yon n ausgesproehenen) Aufgabe 14 erffillt sind, hat man nur zu 
zeigen, dass man zu jeder einzelnea der Curven KI,,K.~,, . . . s~mmt- 
liehe conjugirte (n ~ 1)-Seite construiren kann. Dies ist in der That 
mSglieh, weil jedes solche (n - -  1)-Seit f~ir Ki~, mit v I vereinig~, ein 
eonjugirtes n-Seit flit Ki bildet und wir naeh der Voraussetzung tier 
urspriingliehen Aufgabe in der Lage sind, ffir jede tier Curven K 
s~mmtliehe conjugirte n-Seite herzustellen. 
2) des Polarpunkt~s yon v2 . . .  v~ in Bezug auf diejeuige Curve 
tier ~egebeneu Schaar, welehe dem Sehnittpunkt yon v I trod F[ ent- 
spricht. Dieser Punkt ist naeh der Yoruussetzung der Aufgabe ohne 
Weiteres cons~uirbar. 
Wird die Verbindungslinie yon (1) und (2) mit V~ bezeiehnet, 
so liegt der Polarptmkt der Geraden v~v.~. . ,  v,, in Bezug auf die 
9 ) Damit diese Curven angebbar seien, musste n ~ 1 angenommen werden. 
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Curve (Tt ~ K) ,  auf dessert Aufsuchung wir hinzielen, jeden.falls auf 
der Geraden V 1 . Auf diese war man jedoch gelan~,  indem man v t 
aus der Reihe der Geraden vl, v2 , . . . ,  v~ hervorhob; verf~,ihrt man 
also in derselben Weise mit v..,, so er lan~ man eine 2te Gerade V,,, 
welche ebenfMls den gesuehten Polarpunkt enth~ilt. Dieser ist dem- 
nach identisch mit dem Schnittpunkt yon V tund  ~ und die Aufgabe 
14 ist denmach gelSst, einstweilen och unter der Voranssetzung, dass 
die analoge Aufgabe des (n -  1)ten Grades gelSst ist; d. h. die Auf- 
gabe des nten Grades ist auf die entsprechende s (n- -1)ten Grades 
reducirt. 
Danach ist insbesondere die LSsung yon 14 ffir n = 2 auf die 
fblgende Aufgabe zurtiekgef~hrt: ,, Wenn 2 projectivische Punktreihen 
gegeben sind, welche einen Kegelschnitt erzeugen, so sollen s'~mmt- 
liehe conjugirte Geradenpaare derselben eonstruirt werden. Da aber 
diese Aufgabe in der That sehr leieht 15sbar ist, so i s t  die in 14 
ge forder te  Const ruct ion  ffir n-~-2, also i iberhaupt  a l lge-  
me in  vermSge der  oben gegebenen Methode  aus f i ih rbar .  
w  
0onstructionon auf oinem Kogolschnitt. 
A. Formen dr i t ten  Grades .  
I. Es sei elne bin~ire Form a~ gegeben, welche aus den Punkten 
1, 2, 3 (des Grundkegelschnitts S) bestehen mSge. Derselben ist als 
Form (2n + l)ten Grades (fiir n = 1) nachw 3 eine Punktreihe 
beigeordnet, derart, dass zu jedem Punkte 6 des Kegelsehnitts ein 
Punkt p~ der Punktreihe gehSrt und aus Satz 9. folfft, dass, wenn 
die Punkte ~ ~ o eine zu a~ conjugirte Form bilden, die Gerade veo 
durch pa hindurchgeht. Die Strahlen durch ~a sehnelden also auf S 
diejenige quadratische Involution aus, welche innerhalb der zu a~ con- 
eonjugirten G~ 8 dem Punkte a zugehSrt (cfr. Einleitung VII). Nun 
kann man sehr leicht P1 P~ 1~ construiren, denn es bildet, wie aus dell 
beiden S~tzen II der Einleitung hervorgeht, sowohl der dreifach ge- 
z~hlte Punkt 1, Ms aueh (1 23) selbst je eine Form der conjugirten 
G~. Die Tangenten in 1 und die Grade 23 schneiden sich demnach 
im Punkte P1; ebenso ist: $ 
~o 2= t 2 - -  31, P8 = t~ -- 12 
wenn ta allgemein die Tangente des Punktes ~ bedeutet, eine Be- 
zeichnung, welche auch f~r das Folgende stets festgehalten werden 
soll. Dass die 3 Punkte Pl P~ t)8 in der That auf derselben Geraden 
liegen, ist die Folge eines hekannten Satzes. 
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Dutch Construegon der Pankte Pl P~ P~ ist nun die Punktreihe -P 
und ihre Zuordnung zu den Dunkten .des Kegelschnitts vollsi~ndig 
bestimmt; man kSnnte nach den gewShnlichen Regeln der Construction 
projectivischer Gebilde zu jedem Punkte a den zugehSrigen yva con- 
straiten. In unserem Falle jedoch vereinfar sich diese Construction 
bedeutend und kann kurz so angegeben werden: Man bestimme den 
2~en Sehnittpunkt d" vonp~a mit S and den Schnittpankt yon ~'1 
mi~ /); der letztere istloa; denn da nach Construction 1no' ein Element 
der G~ ist, so ist l a' ein Element der zu a innerhalb der G~ ge- 
h5rigen G'~, pa muss also auf der Geraden 1 a' and zugleieh ant 2 
liegen, wie behauptet wurde. 
Um also zu einem Panktepaar v eo den Punkt ~ zu finden, weleher 
es zu einem Element der conjugirten G~ ergs bestimmt man 
(veo-  _P)~_Pa, fixirt den 2ten Schnittpunkt a' yon lp~ mit; S und 
erh~lt alsdann a als 2ten Schnittpunkt yon S mit Pi d. 
Es mSge hervorgehoben werden, dass die angegebenen Constxuc- 
tionen giiltig bleiben, wenn man an Stelle yon 1 und 1ol fibera[1 0 
and Pe setzt, wo 0 einen beliebigen Punkt des Kegelschnitts bedeu~et. 
Ist niimlich die Gerade 1) and sind fiberdies die zugehSrigen Punkte 
p and toe gegeben, so wird zu irgend einem Punkte ~ des Kegelschnitts 
der zugehSrige Punkt lO~ gefunden, indem man (ape ~ S)== ~" and 
(~ '~-  2P)~ pg bestimmt. In der That geh5rt alsdann verm5ge der 
Construction des Panktes a" das Tripel a~a' der G~, und demzufolge 
~6' derjenigen Involution an, welche dem Punkte a zugehSrt. Die 
Verbindungslinie der Punkte p d muss in Folge dessen den Punkt po 
enthalten, der iiberdies ant /) liege; es ist mithin (~'~ -- 25.) ~ pa, 
wie behauptet wurde. 
Ebenso kann unter derselben Voraasse~zung, dass die Punktreihe 
1) trod zwei zugehSrige Punkte ~ and Pe gegeben sind, zu irgend 
einem Panktepaare vea derjenige Punkt 6 bestimmt werden, we]cher 
dasselbe zu einem Element der G3 a erg~inzt. Man hat zu diesem 
Zwecke nur (~co-- 1 ) )==p~, (OPc,--S)~-K, (a'p~---S)~--a zu 
bestimmen. 
Wenn wit an Stelle yon V und ~ die Sehni~punk~ der Geraden 
~P mit der Curve treten lassen und die ]etzte Construction auszuftthren 
versuchen, so sehen wir, dass jeder Punkt yon /~ als Schnittpunkt 
(~o-  2)~--Pa und mifflin jeder Punkt yon S als ein Punkt a an- 
gesehen werden kann, welcher vto zu einem Element der G~ oder 
mit andern Worten, 'zu emer conjugirten Form yon a~ erg~mzt. Das 
3 erwiihnte Punktepaar stellt mithin die einzige apolare Form yon a~ 
dar, welche nach VI der Einleifimg existirt. Man erkennt leicht aach 
auf geometrischem Wege, dass diese quadratische Form die ttesse'sche 
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Covariante yon a~ vorstellt, well sie zu allen ersten Polaxen dieser 
Form eonjugirt ist. Das Punktepaat*, welches /~ auf S ausschneidet, 
ist bekanntlich zu allen Punktepaaren harmonisch~ welche die Be- 
rfihrungssehnen der Punkte yon ~P auf S bestimmen. Diese Punkte- 
paare sind aber nichts anderes, als die ersten Polaren der Form a 3" 
denn jeder Punkt der ersten Polare yon a muss, doppelt gez~ihlt, dutch 
erg~inzt we/-den. Seine Tangente zu einer conjugirtea Form yon a,  
geht mithin naeh dem Obigen durch Po oder, was dasselbe ist, die 
Polaxe von Po in Bezug auf S, schneidet auf S die Polare yon ~ in 
Bezug auf die gegebene cubische Form aus. Die ganze Involution der 
ersten Polaren wird mithin yon denjenigen Geraden ausgesehnitten, 
welche durch den Pol der Geraden 2 in Bezug auf S hindurehgehen 
und is t  mithin zu der quadratischen Form der Schnittpunkte yon xP 
und S conjugirt. Diese letztere ist also in der That mit der Hesse' -  
schen Form yon a$ identisch. 
II. Ich gehe nun zur Betrachtung zweier Formen dritten Grades 
a$b$ fiber, welche resp. aus den Punkten (1 2 3) (1' 2' 3") bestehen 
mSgen. Ihnen steht eine G~ yon conjugirten Formen gegenfiber. Die 
sei /~(p~...), die yon b 's sei Q(q~...) beigeordnete Punktreihe yon a S 
die Gerade 13o flu schneidet alsdann auf S das zu a innerhalb der con- 
jugirten G~ gehSrige Punktepaar aus. Die projectivisch auf einander 
bezogenen Punktreihen (p~,p~...)  und (qa q~.. . )  erzeugen demnach 
die Involutionscurven*) der erw~ihnten G~, d. h. diejenige Curve 2ter 
Classe, welche den yon den Tripeln derselben gebildeten Dreiecken 
eingeschrieben ist. Die Gleichung dieser Curve entsteht fiir ul--~-(Zg)i 
dutch Elimination yon a aus: ao al a, ~ 0, bo b~ b t, ~ 0, welche Glei- 
chunge~ fiir variables a die beiden projectivischen Punktreihen vor- 
stellen. Die Curve wird demnach repriisentirt dureh: 
(23) f ~ (ab) a~ a s bib s ~ O. 
Ein speeieller Full bietet besonderes Interesse dar. Wenn n.imlich 
a~3 und b 3~ zu einander conjugirt sind, so steht die Involution a~q-~b ~, 
sich selbst als eonjugirte gegenfiber, und die Curve (23)~ die wir in 
diesem Falle J nennen wollen, ist auch/nvolutionscurve yon a~q-Qb2. 
Als solche hut sie die Gleichung: 
1 a~ b~[ 
(23 a) 0 -~- ~ a~ b~ ~ (ab) [a~ b~, q- a~ b~ a~, b~ -Jr- a~, bt], 
well sie yon denjenigen Geraden bertihrt wird,, deren Schnittpunkte 
Zg mit S demselben Element der Involution angehSren, ihre Gleichtmg 
demnach dureh Elimination yon 0 aus: 
*) Weyr, Crelle~ Journal, Bd. 72. 
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ai n t- q'b~ = 0, 
a~ "-I- ob~ = O 
erhalten wird, wobei die LSsung Z-~-9 auszusehliessen ist. 
Dass fiir (ab)3 ~ 0 die Curven (23) and (23a) in der That iden- 
tisch sind, besf~tig~ man sofort, indem man die identische Gleichung': 
(ab) a (Zg) 2 = (ab) [a~ b~ -- 2aa ash z bs -Jr- a~b~J - -  0 
mit (23) verbindet. Ebenso erh~tt man aber auch 
(23b) 4 f ~ ( ab) (a~ b~ "t- a~, b~ )2 ~ 0 
als elne nene Gleichuugsform derselben Curve. Bildet man fiir diese 
(nach Seite 527) ] ) fund  ADf ,  so ersieht man aus den Gleiehungen: 
2.4 .Df= 4(ab) (az b.. + a~b~) a/,b~, 
6 9 4ADf  ~- 4(ab) (az b, -t- as bz) 2 -{- 8 (ab) az b t, a~, bz 
nnter Benutzung yon (23) und (23b), dass 
ADf  =f  
ist, und dass also J als Curve 2ter Classe zu S als Curve 2tot Ord- 
hung conjugirt ist. Nun wird abet die Bedingung dafiir, dass einem 
Kegelsehnitte 
0 ~- a~ ~ a "~ ~_ a~2 ~. a~' ~ 
uuend]ieh viele einem andern s~ =: s~ 2~ 0 eingeschriebene Dreiecke 
umschrieben werden kSnnen, dargestellt~ dutch: ~) 
(23 e) 3 [(a a's)~-] 2 := 4 (a a' a") "~ (a"ss") ~ 
Mithin hat die Curve J~ wenn sie nicht zerf~llt, was offenbar nur 
bei ganz specieller Beschaffenheit der zu einander eonjugirten Formen 
a2b2 eiutreten kann, die Eigensehaft, dass sie auctl als Ordnungs- 
curv0 zu S conjugir~ ist. Daraus folgt aber wiederum, dass, wenn man 
in (23c) die Coefficienten der Curven a2 unds  ~. ver~useht, die Glei- 
chung niehts destoweniger rfiill~ bleibt; d. h. dass auch ~ unendlich 
viele Dreiecke eingeschrieben werden kSnnen, die S umschrieben sind. 
Es gilt also tier Satz. 
15. Wenn 2 Punktetripel auf einem Kegelschnitt S zwei zu eina~- 
der conjugirte Formen dritten Grades vorstellen, so ist der den Dreiecken 
der beiden Tripel eingesch~gebene Kajelschnitt J sowohl als Ordnungs- 
als auch als Classe~eurve zu S eonjugirt und man kann J unendlich 
viele Dreiecke einsehreiben, die [9 umgeschrieb~m sind. 
Da nun J als Classencur~re zu S conjugirt ist, so folgt auch, 
dass, wenn die Gerade Z ~ Taugente yon J i s t ,  t~ t~ eonjugirte Geraden 
in Bezug auf J vorstellen; d. h. 
*) Salmon-Fiedler, Theorie der Kegelschnit~e 3 2re Aufl~ p. 448. 
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16. Wenn a~ b~ eonjugi~.t sind, so schneider jede Tangente des 
lnvolutionskegelschnitts J der yon den beiden Fqr,meu gebildeten In- 
voluKon die Curve S in 2 Punkten, deren Tangentenpaar zu J con- 
jugirt ist. 
Ist also a v r ein Trilael der erwbihnten Involution, so ist to t~ t, 
ein Polardreiseit der Involutionsc~urve. 
IH. In der Einleitung habe ich erw~hnt, dass sich an den Begriff 
der conjugirten bin~ren Formen 2 [~eihen yon Aufgaben naturgem~ss 
ankuiipfen. Fiir Formen des dritten Grades ist die erste Reihe der 
Constructionen, soweit sie linear ausffihrbar sind, durch das Vorher- 
gehende rschSpft; yon den anderen Aufg~ben: der Construction einer 
cubischen Involution aus 2 ihrer Elemente und der Construction einer 
G] aus 3 ihrer Formen, ist die letztere bisher nicht behandelt worden. 
lch will daher zeigen, dass sie mit Hfilfe der bekannten Construction 
der G~ (aus 2 ihrer Elemente) ausffihrbar ist. Letztere Construction 
kann fblgendermassen ausgesprochen werden: 
,, Um innerhalb der yon bx~(l' 2" 3') und c~(1"2"3") gebildeten 
Involution zu einem Punkte O das zugehSrige Punktepaar 6 v zu con- 
struiren, bestimme man zun~,chst den Punkt 0 ~ 2',3' - -  2"3", alsdann 
den ~ten Sehnittpunkt Q' yon 0~ mit S und fixire die Punkte 
~' 1' - -  2" 3", ~' 1" - -  2'3'. 
Die Verbindungslinie dieser beiden Punkte schneider S in den ge- 
suchten Punkten 6v." 
Die [Liehtigkeit dieser Gonstruetion, welche Herr W eyr  (Sitzungs- 
beriehte der Prager Aeademie 1873) angegeben hat, kann man mit 
Hfilfe des Satzes 11 leicht best~tigen, wenn man in demselben = 1 
p ~ 2 und Q' als den beliebig zu fixirenden Punkt w~hlt. Alsdann 
gehen n~mlich die Geradenpaare 
q' 1" -- 2"3', 
d 1,, _ 2-3,, '
e 'o  - -o~ 
nach Construction dutch dieselben 4 Punkte und stellen demnaeh drei 
Kegelsehnitte desselben Bfisehels vor. Als solehe sehneiden sie auf S 
3 Elemente derselben G~ aus, n~mlieh die Punktquadrupel: 
q' 1' 2" 3', 
~" 1" 2" 3", 
Da diese s~immtlich den P~mkt O' enthalten, so gehSren (1" 2' 3'), 
(1"2"3"), (eo v)derselben cubischen Involution an, was zu beweisea war. 
IV. Es seien nunmehr 3 Formen dritt~n Grades axb s3c3~ gegeben, 
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welehe resp. aus den PunkCen I 23,  1'2' 3', I" 2" 3"~ bestehen. Ieh 
stelle mir die Aufgabe, innerhalb der yon ilanen gebildeten G] zu 
z irgend 2 Punkten den zugehSrigen dritten za eonstrairen. Es sei a. 
die Form, welehe zu der G~ eonju~rt ist; dann ist die Aufgabe ge- 
15st, wenn es gelingt, f~ir diese Form die beigeordnete Punktreihe 
H(~ra) zu bestimalen. Das kann Mgendermassen gesehehen: Man con- 
struire das zu 1 innerhalb der Involution (bS~c~) gehSrige Ptmktepaar 
a~ v I und ebenso die zh 2 und 3 gehSrigen a~_ vz und a:~ z3. Da ~ls- 
dann sowohl 123,  als aueh 161~! der G33 angehSren, so sind 23 
und a 2 ~ Elemente der zu 1 gehSrigen quadratisehen Involution. Es 
ist mithin (naeh A. 1)~ da Analoges liar die Punkte 2 und 3 gilt, 
Dadureh ist die Punktreihe l'l und ihre Zuordnung zu den punkten 
des Kegelsehnitts festgelegt, und um nunmehr zu irgend 2 Punkten 
a r den zugehSrigen Punkt O zu bestimmen, hat man nur naeh der 
Methode yon I zu verfahren, n~imlich den Sehnittpunkt a r ~ H----~e 
zu fixiren, ~e 1 -  S == O' und 0 'z~-  S-~-~ aufzusuehen. 
Ich fiige noch die folgende Bemerktmg hinzu: 
17. Wenn die Puntzte (a) eines Kegelsehnitts S projeztivi.~ch sind 
zu ei~wr 1)unktreihe 1) = Pa derart, dass fiir 3 t~unkte (1 2 3) tol auf, 
2 3, 19,~ a~f 3 1 und p~ auf 1 2 liegt, so erhii~t man allgemein Pa aus a 
i~Mem man apt - -  S ~ a', a' l  - -  1)=~19o bestimmt; d. h. P ist die 
bdgeordnete J-'unktreihe einer ~brm, die zu dee bin~iren Form der Pu~&te 
1 2 3 conjugirt ist. 
Beweis: Wenn man die Operationen 
(ap~ - s )  =-  r  (~'1 - P )  == q .  
in Anwendung bringt, so wird jedem Punkte a eindeutig ein Pm~kt 
qa zngeordnet und nmgekehrt; vermSge dieses V erfahrens erhglt man 
also jedenfalls eine zu dea Punkten a yon S projeetivisehe [4eihe qo 
auf dem Tr~iger der Punktreihe LP. Nun ordnet abet die erw~hnte 
Operation aeh der Voraussetzung yon 17 den drei Ptmk~en 12 3 resp. 
die Punktertzv~T 3 zu~ d. h. es ist Tt ~-- ~/1, i~ ~-- q~, P3 ~- qa, folglich 
allgemein pa ~ q~, wie behaup~et wurde. 
Man kann nunmehr bemerken, dass die Aufgab% die dutch 3 
Tripel gegebene Gz a zu constrairen zusammenf~illt mit der fblgenden 
Aufgabe, welche dadureh mit gelSst ist: 
18. ,Es sind 3 dnem Kegelsehnitt S eingeschriebene 1)reiecke ge- 
geben. ~s sotl eine Gerade lq so bestimmt werden, dass die 3 X 3 
,Ecken der ~reiecke (1 2 3, 1" 2' 3', 1" 2" 3") .projectivisc~ sind resp. zu 
den Schnittpunkten yon H mit den Gegenseiten (~ ~t~ r~ z~r ~ . . . .  ). 
Dass diese Aufgabe sleets eine LSsung zulSzst~ ist.ans der ange- 
gebenen Construction der Get'aden IT zu ersehen; dass sie aieht mehr 
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ats eine LSsung besltzG erkennt man mit .~ilf'e des Satzes 17. Dena 
naeh diesem Sa~ ist jede Punktreihe ~,  welehe der Aufgabe geniigt, 
beigeordnete Punktreihe iner Form, die sowohl zu 1 2 3, als zu 1'2'3' 
und 1" 2" 3" zonjugirt ist; da es aber nur eine solche Form giebt, so 
giebt es aueh nur eine Gerade If. 
B. Formen v ie r ten  Grades.  
I. Es sei eine bin~re Form a~ gegeben, ~elche aus den Punkten 
] 2 3 4 bestehe. Zu der yon l, 2, 3 gebildeten bin~ren Form dritten 
Grades sei nach A. 1 die beigeordnete Punktreihe 2P mit den Punkten 
lh t~ construirt. Ich ziehe nunmehr ha Punkte 4 die Tangente t4 
and bezeichne die Schnittpunk~e derse]ben mi t t  1 t 2 t 3 resp. mit s t s 2 se. 
Die durch (Iolp2io3) , (s~ s,, s3) definirten projectivischen Punktreihen 
4 Nunmehr erzeugen ach Satz 12 die beigeordnete Curve K~ yon a~. 
kann man vermSge einer einfachen tinearen Construction (ohno die 
Carve K~_ wirklich herLustellen) zu irgend einer Geraden v den Polar- 
punkt in Bezug auf K~ construiren. Es m5ge n~mllch jedem Punkte 
0 des Kegelschnitts der Punktlo~ auf der Punktreihe iP and der Punkt 
s e auf der Geraden t 4 entsprechen. Wenn alsdann v die Punktreihen 
in p~ and s~, triift, so hat man sr and p~ herzustellen. Ist nun o der 
Sehnittpankt der Geraden v ~ s~p~ so ist der vierte harmonische 
Punkt yon o in Bezug auf s~ and Po der gesuehte Punkt O. In der 
That ist niimlieh das Geradenloaar ( logO-  v)harmonisch zu dem Tan- 
gentenpaar (P--p~s~) der Curve K~; ebenso das Geradenpaar (s~O--v)  
harmonisch zu dem Tangentenpaar ( t t -  s,opo). O ist mithin der 
Schnittpunk~ 2er zu v in Bezug auf K~ conjugirten Geraden, wie be- 
hauptet wurde. 
Wenn nuamehr die Gerade v mit S die Punkte e a gemein hat, 
so schneiden die Geraden durch 0 aaf S diejenige G~ aus, welche 
hanerhalb der zu a~ conjugirten G~ den Punkten ~ a zugehSr~. ~-Man 
kana demnaeh alle Etemente dieser G~ cons~rairen. 
Nach Sa~z VI der EhaMtung besi~zt a~ eine Involution wm 
apotaren Formen drit~en Grades. Jede solche Form bildet mit jedem 
4 Punkte yon S zusammen ein Quadrupe], dessen bin~re Form zuay. 
eonjugirt ist. Zu einem beliebig gew~hltea Punkte 0 gehSrt also ein 
ganz bestimmtes Punktepaar av derart, dass 0 az  ein Tripel der G~ 
vorstellt und mithin f.fir jeden Punkt e, das Quadrupel e p e v za a~ 
conjugirt, oder was ffir uns dasselbe bedeutet, das Geradenpaar 
(e 0 ~ 6~) zu ~e conjugirt ist. Die Gerade 6 v mass mithin so be- 
schatfen sein, dass jede dutch Q gehende Gerade zu ihr in Bezug aaf 
K~ conjugirt ist oder mi~ andern Worten: a ~ muss Polare yon e in  
Bezug auf K~ sein. Da die Punktreihe~ gegeben shad, welche /l: 2 
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erzeugen, so ist es unschwer, die Polare des Punktes O zu construiren 
und so die Punkte 6 v zu bestimmen, ~velche ~) zu einer apolaren Form 
4 erg~nzen. YOn a x 
IL Weun 2 Formen a4b 4 vorliegen, so kann man in derselben 
Weise Punktreihen herstellen, welche die beiden beigeordneten Curven 
a~a~ O, b~b 2--~- 0 erzeugen. Alsdann ist die Construction der zu 
beiden Formen eonjugirten G~ ohne Schwierigkei~; denn um e6 zu 
einem Element dieser Gruppe zu ergiinzen, hat man nut die Polar- 
punkte der Geraden #6 in Bezug auf a~a "2 ~-  0 und b2b ~ ~-- 0 nach 
Massgabe yon I zu construiren, die Verbindungslinie beider herzustellen 
und die Schnittpunkte derselben mit S zu bestimmen. 
Die Construction der zu 3 uud 4 biquadratischen Formen con- 
jugirten Formen kann offenbar nicht mehr linear ausgefiihrt werden. 
C. Formen f t in f ten  Grades.  
Die Form a~ bestehe aus den Pankten 1 2345.  Ich denke die 
beiden Punktreihen construir~, welche die belgeordaete Curve K der 
biquadratischen Form (1234)  erzeugen. Alsdann kann ieh zn jeder 
dutch 5 gehende~) Geraden 56 den Pol pc in Bezug auf K ,  wie tinter 
B. I construiren, oder was dasselbe ist, denjenigen [unkt:herstellen, 
dessert Btischel die zu 56 auf (1234)  gehSrige Involution auf S 
ausschneidet. 
Diese PunkCe Po bilden eine Panktreihe, welche zu derjenigen 
projectivisch ist, die man erh~lt, wenn man die Tangente in 5 dutch 
to schneider and den Punkt 6 auf S variirt; das Erzeugniss beider 
Reihen  ist aber naeh Satz 13 die zu 5 innerhalb der beigeordneLen 
Sehaar yon (12345)  gehSrige Curve 2ter Classe K 5. Ohne diese 
selbst herzustellen kann man nanmehr, wie mater B, zu jeder Geraden 
v den Pol in Bezug auf K.~ linear construiren. Das will, wenn v den 
Kegelschnitt S in den Punkten 06 sehneidet, sagen, dass man zu 
jedem Punktepaar 06 die Gesammthei~ der Punktepaare herstellen 
kann, welehe 065  zu einem Element der G~ erg~zen. Man kann 
also iiberhaupt innerhalb der zu a~ conjugirten G~ alle Elemente con- 
struiren, welche den Punkt 5 selbst enthalten. Hierbei war tier Pnnkt 
5 bevorzugt worden, and indem man analog mit 4 verfiihrt, ist man 
im Stande, alle diejenigen Elemente der G~ herzustellen, welehe den 
Punkt 4 enthalten. Um nun die zu 3 beliebigen Punkte I, II, IlI 
innerhalb der G~ gehSrige G~ zu construiren, suehe man, was nach 
dem Gesagten sofort ausfiihrbar ist, den Punkt: 
a weleher I 1I/J_I 5 
and 
weleher I I I  HI 4 
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za je einem Element der Gruppe erg~azt. Der Sehnittpunkt der Ge- 
raden 5a -- 4~ ist sodann der Punkt, dessert Strahlbiischel die gesuchte 
G~ auf S ausschneidet. 
apolaren Formen 4ten Grades bilden nach Satz VI der Die zu a x 
Einleitung eine G~. Um 2 Punkte ~ ~ zu einem Element derselben 
zu erg~.nzen, hat man nur die beiden G~ zu construiren, welche resp. 
conjugirten G~ zugehSrem Das 65 und ~64 innerhalb der zu a~ 
gemeinsame Element z~ beider G~ bildet mit Q ~ zusammea ein Element 
der erw~nten G 4 . Des Quadrupel v ~ Q ~ wird alsdann n~,imlich you 
2 verschiedenen P nkten (4 und 5) mithin yon allen Punkten yon S 
~berhaupt zu einem Element der G~ erg~inzt. Aus Satz 9 fblgt, dass 
jedes ein Quadrupel der G~ el~thaltende Geradenpaar zu der gauzen bei- 
geordneten Curvenschaar yon a~ conjugirt ist. 
Ueberdies giebt es nach Satz VI e/he Form dritten Grades, welche 
zu a 5 apolar ist. Sind 2 ~ ~, die 3 Punkte derselben, so m/issen sie 
durch jeden Punkt zu einer Form 4ten Grades erg'~nzt werden, die 
5 apolar ist und mithin der vorerw~hnten G43 angehSrt. Nach dem, ZU a x 
was eben gesa~ wurde~ muss also 
jede durch ~, gehende Gerade mit ~t ~ zusammen, 
jede dutch 9 gehende Gerade mit ~ zusammen, 
jede dutch Jt gehende Gerade mit ~-~ zusammen 
je ein conjugirtes Geradenpaar der ganzen beigeordneten Schaar yon 
a ~ liefern. Jeder der 3 Punkte ~ u ~ ist mithin Pol der Verbindungs- 
linie der beiden andern in Bezug auf alle Curven der Schaar oder mit 
andern Worten: Das Dreiseit mit den Ecken A 9 v ist des gemeinsame 
Polardreiseit atler Curven der beigeordneten Schaar. 
Wie nach Massgabe des Vorhergehenden die Construction der zu 
2 Formen 5ten Grades conjugirten Formen zu geschehen hat, bedarf 
keiner n~heren Aaseinaadersetzung. 
D. Const ruct ion  der co.n jugir ten Formen 
einer  Form 2nten  Grades a~ 
unter der Yoraussetzung: 
dass die Aufgabe ge lbst  sei, die eon jug i r te  G~-] e iner  
be l ieb igen Form (2n-  1)ten Grades zu const ru i ren .  
Die Form a ~ bestehe aus den Punkah a I a2, . ,  a~.  Ich will ~ 9 9 
die binSxe Form der Punkte el, a~, . . . ,  a~_~ mit b 2~-1 bezeiehnen. 
Die letztere besitzt eine beigeordnete Schaar yon Curven (n -  l)ter 
Classe, welche den Punkten yon S in der Art zugeordnet ist, dass 
dem Punkte 6 die Curve ~'~ der Schaar entspricht. Da ieh al|e con- 
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jugirten Formen yon b~ "-I eonstruiren kann , so bin ich in der Lage, 
zu jeder einzelnen Curve Ka s~mmtliche conjugirte (n -- 1)-Seite an- 
zugeben. Ich ziehe nunmehr die Tangente #~ im Punkte a~ and 
bestimme den Schni~punkt s derselben mit der Tangente in a. l)er 
Punkt s and die Curve Ka sind alsdann einander eindeutig zugeordnet, 
und indem ieh a variire, erhalte ich 2 projectivisehe Reihen, deren 
Erzeugniss nach Satz 12 die Curve a'~a~-~-0 ist. Um nunmehr alle a 
n-Seite der letztgenannten Curve, d. h. alle zu a~ ~ conjugirten Formen 
zu construiren, hat man nut auf die (ftirn --  1 an Stelle yon n aus- 
gesprochene) Auigabe 14 zurfickzugehen, deren 2 Voraussetzungen hier 
erffillt sind (die eine nach der eben nngestellten Betrachtung, die 
andere well oben n > 2 angenommen wurde), und deren LSsung be- 
reits bekannt ist. 
E. Const ruct ion  der  zu einer Form (2n-q-1)ten Grades  a~+ 1
con jug i r ten  Formen (n>2) .  
Indem ich die unter D gemaehte Voraussetzung festhalte, bin ich 
vermSge des Obigen in der Lage, zu jeder Form 2nten Grades sRmmt- 
lithe conjugirte Formen zu construiren. 
Nun bestehe die vorgelegte Form a~ ~d-1 aus den Punkten ai, a2, . .  
9 a~+l .  Ich bezeichne die binge. Form der Punk~e a I , a 2 . . . .  , as~ 
mit b 2~ die derselben beigeordnete Curve ist alsdann b"b"~ O. Da 
ich alle conjugirten Formen yon b~ ~ construJren kann, so bin ich im 
Stande, s~mmtliche conjugirte n-Seite yon b'~b~, 0 .anzugeben, odor 
mit ancFeren Worten: Wenn v eine Gerade und 1"I die erste Polare 
derselben in Bezug auf b~b~ 0 ist, so kann ich alle conjugirten 
(n -  1)-Seite dieser Curve Y[ linear construiren. 
Ich verbinde nunmehr den Punkt as~+l mit allen Punkteli 6 yon 
$, denke die erste Polare Ko der Geraden aa~+1 in Bezag auf 
b~b t, --~ 0 hergestellt und bestimme den Sehnittptmkt a yon ta mit der 
Tangente in a~+1 9 s and K~" sind alsdann eindeutig zugeordnet, und 
indem man a variirt~ erh~lt man 2 projectivisehe Re[hen, deren Er- 
zeugniss eine Curve K ist. Da ieh, wie sehon bemerkt, zu jeder 
Curve K,, s~mmthehc eonjugirte (~- - l ) -Se i te  herstellen kann, so 
.sind die Voraussetzangen der (ffir n --  1 an Stelle yon n auszusprechen- 
den) Aufgabe 14 erffillt und ich katm demnach s~immtliche eonjugirte 
n-Seite yon K eonstruiren. K ist aber nach Satz 13 diejenige Curve, 
2~+~ dem Punkte welche innerhalb der beigeordneten Sehaar you a, 
a~_~ zugehSrL Ich kann also s~znmtliche Elemente derjenigen G~,2~ 
eonstruiren, welehe innerhalb der zu a~ ~+~ conjugirten G-~2~_ ~ dem Punkte 
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a~,+l zugehSrt, d. h. ich kann alle diejenigen zu a~ ~-1 conjugirt~en 
Formen linear herstellen, welche den Ptmkt a-2~+1 enthalten. 
Auf demselben Wege aber ist es mir mSglich, ulle diejenigen 
conjugirten Formen zu eonstruiren, welche den Punkt a, .  enthalten. 
Um nunmehr die zu (2n ~ 1) beliebigen Punkte ~1, 0~, 9 --, Q~--1 
innerhalb der eonjugirten G ~+t~+~ .geh5rige G2 ~ herzustellen, verfahre 
ich folgendermassen: Ich bestimme, was nach dem Vorhergeheuden 
sofort ausfiihrbur ist: 
den Punkt Q~, weleher Pl, 0z, 9 .., ~)2~-i a~ und 
den Punkt 02,+~, weicher 01, Q2, 9 9 P~+~ ae~+l zu einem Element 
der G~:~ ergiinzt. Alsda~m sind (ge~ a~), (Q~+~ a.~+~) Punktepaare 
der gesuchten G~ ~ und tier Schnittpunkt der Verbindungslinien dieser 
Paare ist derjenige Punkt, dessert Biischel die erw~hnte Involution 
auf S ausschneidet. 
N~ch dem soeben unter D Gesagten kann folgendes Resultat aus- 
gesprochen werden : 
,, Die Aufgabe, die zu einer Form i ten Grades eonjugirten t~or.men 
linear zu eonsbruiren, kann fiir i ~ 2n ,  i ~-- 2n  -~- 1 (sobald n ~ 2) 
als erledigt angesehen werden, sobald sic fiir i ~ 2n-  1 gel6st ist. 
Da dies abet nach C fiir n ~ 3 in der That der Fal l  ist, so ist die 
Au/'gabe allgemein ge~ist." 
w 
AUgemoino ~tzo fiber projeetivische Erzeugung conjugirtor nnd 
apolarer Curvon. 
Die projectivisehe Erzeugung der beigeordneten Curven, wie sie 
clutch die S~tze 12 und 13 gegeben wird, gewinnt ein weitergehendes 
Interesse durch die merkwiirdige Beziehung~ in der die beiden auf- 
tretenden projectivisehen Reihen: die Punktreihe und die Curvenschaar 
zu einander stehen. Bel der im Satz 13. er'Srterten Erzeugungsart ent- 
steht die auftretende Schaar aus der Punktreihe, indem man zu jedem 
Punkte der Letzteren die Polare in Bezug auf eine bestimmte Curve 
2ter Ordnung (n~imlich den KegelschniLt S) und zu jeder dieser 
Polaren wiederum die erste Polite in Bezug auf eine gewisse Clussen- 
curve aufsucht. 
Man ]~ann nun allgemeiner eine Curve pter Ordnung Cp (a~0)  
und eine Curve qter Classe Kq(uq~O)  gegeben denken: jede Curve 
rter Classe u~ ~ 0 besitzt alsdann (wofern r < p ist) eine bestimmte 
Curve (p -  r)ter Ordnung als Polare (cfr. Einleitung X) in Bezug 
Cp and diese Curve (p -  r)ter Ordnung besiimmt wiederum (wofern 
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p - -  r ~ q ist) eine gewisse Curve (g - -  p ~ r) ter Classe als P olare 
in Bezug auf Kq. Die letztgenannte Classenearve hat die Gleichang: 
(24) 0 ~ a~ o2,, - r  uq-~t~ 
und ich will sie als , ,eor respond i rende"  Curve yon u~ in Bezug  
auf  die be iden  fes ten  Curven  bezeichnen. 
Set2,t man fiir u~ ~--0 der Reihe nach die Curven einer Sch~ar: 
(24a) 0 -~ xu~ + Zu~ 
so bildet die Reihe der correspondirendeu C rven eine zu jener Schaar 
projectivische Schaar yon Curven (q - -p  ~- r ) te r  Classe: 
(24b) 0 -~- gate, ap'-~ u a ---4- ,~a~ ~a r uq~.  
Das Erzeugniss dieser beiden projectivisehen Reihen hat zur Glen 
chung das Eliminationsresultat yon x und )~ aus (24a) und (24b): 
(25) o ---- u~-~+2, ~ ug u~ a~ a a~-~ u q -~ ' .  
Diese Curve geht, wenn q - -p -{ - r  ~-- - -p-  r,  d. h. 
q -~ 2p -- 2 r  
gesetzt wird, in eine Curve der pten Classe fiber, und ihre Gleiehung 
wird alsdann dargestellt durch: 
T T 
(26) 0 ~ u~ ~ , a r 
aa ~ 
Bezeichnet nun b ein mit a gleichwerthiges Symbol uad setzt man in 
die rechte Seite yon (26) u~ ~ bi so ergiebt sich ein Ausdruck, der 
bei Vertauschung voa a und b nur das Vorzeichen ~udert; mithin ist: 
b~=o. 
Daraus folgt der Satz: 
19. Liegt eine C~rve 2ter  Ordnung und eine Curve (2p-  2r)ter 
Classe vor und construirt man in Bezug au[ diese beiden ~u einer 
Schaar yon Curven rt~r Classe die Sc~aar der ,,correspondirenden" 
Curven, so ist das Er~eugniss divser beiden projectivischen Schaaren 
eine Curve pter Classe, die zu der gegebenen Curve pter Ord~vang con. 
iugirt ist. 
Ftir p ~ 2 und r ~- 1 hat man eine Curve 2 r Ordnuag C ~ und 
eine Curve 2ter Classe K ~ festzulegen und ztm~chst zu den Punkten 
P I ,~ ,  9 9 " einer Punktreihe die Polaren gl, gz, 9 9 9 in Bezag auf C 2 
herzustellea, welehe ein Strahlbtisehel bilden. Die Pole yon gl,g~,. . .  
in Bezug auf den Kegelschnitt K 2 bilden alsdann eine Punktreihe 
ql, q2 , ' . "  und das Erzeugniss der projectivisehen PankCreihen p und 
q ist zu C ~ conjugir~. Daraus folgt, dass, wenn man zu den Strahlen 
Mathematiacho Aana lea ,  XXLL  
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eiaes Strablbtischels (gl, g2, - 9 .) die Pole in Bezug auf 2 Kegelsehnitte 
C 2 und ~'2 construirt, das Erzeugniss der entstehenden projectivlschen 
Punktreihen, als Classencurve aufgefasst~ zu C ~ als Ordnungscurve 
coajugirt ist. Da aber bel dieser Betrachtungsweise K~ ganz dieselbe 
Rolle spielt wie C 2, so folgt, dass auch K-', sohald es als Ordnungs- 
curve ~ngesehen wird, zu dem erzeugten Kegelschnitt conjugirt ist; es 
ergiebt sich demn~ch der Satz: 
19a. Hat man 2 KegeIschnitte C~ und (~ und construirt man zu 
den Strahlen eines Strahlenbiischels die t)ole sowohl in Bezug auf C 1 
als auch in Bezug auf C2, so erhiilt man 2 projectivische t)unktreihen. 
1)as •rzeugniss K ~ dersdben ist als Curve 2ter Classe zu C, 1 und C 2 
conjugirt. 
Ich fiige folgenden geometrischen Beweis dieses Satzes hinzu: 
Wenn y das Centrum des Strahlbfischels i t, so sind die Triiger 
der beiden Punktreihen die Polaren v I v 2 yon y in Bezug auf C 1 resp. 
C~ und jeder dutch y gehenden Geraden X entspricht a~ff v I der Punkt. 
x 1 als Po[ yon X in Bezug auf C 1 und aufv=, der Punkt x 2 als Pol 
yon X in Bezug auf C2, so dass (X ,  yx~) ein conjugirtes Geraden- 
paar yon 6' 1 und (X ,  yx~) ein ebensolches fiir C 2 ist. 
Man verbinde nun beide Punktreihen mit y und suche die Doppel- 
elemente der erhaltenen concentrischen projectivischen Biischel, d. h. 
die yon y an K 1 gehenden Tangenten. Sind x 1 und x~ 2 ent- 
sprechende Punkte, die mit y in gerader Linie liege11, so ist die 
Gerade x 1 x~ ~-x ly  ~-x~y ein Doppelelement; ich behaupte, dass als- 
dann X das 2re Doppelelement ist. In der That muss der Po]der  
Geraden x I x :  in Bezug auf C 1 auf X liegen, und da er iiberdies auf 
v 1 liegea mass, mit (X - -v l )  identisch sein; ebenso ist (X -  %) der 
Po lder  Geraden x I x~ in Bezug auf C 2. Die Pole dieser Geraden 
liegen demnach mit y in gerader Linie und ihre Verbindu~gslinie X 
ist ein Doppelelement, wie behauptet wurde. 
Wird also die eine der yon y an K l gelegten Tangenten mit X 
bezeichnet~ so ist die aadere die Gerade X ~ --~ yx, ~ yx~. Daaber ,  
wie oben gezeigt (X ,  yxl) ,und (X,  yx.z~ conjugirte Geradenpaare sp. 
yon C 1 und C 2 sind, und y den Po! yon v 1 in Bezug aufC  1 darstellt, 
so sieht man, dass XXlv l  ein Polardreieck yon C 1 ist. Ebenso bilden 
die Geraden XX1% ein Polardreiseit yon C 2. Da abet beide Dreiseite 
der Curve K 1 umschrieben sind, so folgt, dass K 1 in der That so- 
wohl zn C 1 als zu C., conjugirt ist. 
tch kehre nunmehr zu der Gleichung (25) zurfick. Die Curve, 
die sie repr~sentirt, war das Erzeugniss einer Schaar yon Curven 
rter  Classe und der ihr ,,eorrespondirenden" Schaar unter Zugrunde- 
legung 2er beliebigen Curven yon resp. pier Ordnung und qter Classe. 
Ich will nunmehr ~ 1 annehmen. Die Curve (25) geht alsdann fiber in: 
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I UO U~ I(27 / 0 = uq-P+ ~ ~ a~-' uq~-P+l 
6k9- a~ 
Sobald q - -p+ 2 >p ist, folgt fiir beliebiges v and u die 
Identitiit: 
(28) v'uq-"e+e~olva~" *' " aa a~V~ a/~_lv:_,uq~_~+~q_ a : :  a~U~ a._,v~uq_,.+~.  . 
wobei q und 6 gewisse Z~hlenfaetoren bedeuten. Ist nun wiederum b 
ein mit a gleichwerthiges Symbol und setzt ma.n vi = hi, so geht der 
erst~ Term der reeh~en Seite in einen husdruek fiber, der bei Ver- 
tauschung yon a und b nut sein Zeichen wechsel% trod also identiseh 
verschwindet. Es folg~ demnaeh die Identit~t in u: 
(28a) bPuq_2 .~:  a u~ :7 a.-,bpuq--~.~ 
Man bemerke aber, dass d~e rechte SeiSe dieser Gleichung aus 
dem Ausdruck (27) f[ir u~-p+2 her~orgehr indem man dort u.q dutch 
~uq- r  ersetzt: und dass die linke Seii~e die Polare yon b~---0 in 
Bezug anf uq-~+e ~ 0 vorstellt. Es folgt aus Alledem der Satz:. 
20. Wean man eine beliebige Curve p ter Ordnung Cp und eine 
bdiebige Curve qter Classe Kq zu Grunde legt (wobei q > 2"~ -- 2 sein 
soll) und zu den Punktea einer 1)unMreihe die Schaar der ihnen in 
Bezug auf Cp und Kq correslxmdirendea C,urven eonstruirt, so ist das 
Fxrzeugniss jeaer _Punktreihe und dieser zu ihr Frojevtivisehen Schaar 
eine bestimmte Curve (q-- In-}- 2)ter Classe. Die Polare yon Cp in 
13ezug auf das Erzeugniss ist ideatisch mit dem analogea Erzeugniss, 
welches erhattea wird, wean man K q dutch die Polare yon CP .in ~ezug 
auf K~ ersetzt. 
Wenn indessen die Curve Cp zu Ke apolar ist, d. h. wean 
b~uq-r ffir jedes u versehwindet, so wird die rechte Seite yon (28a) 
und mithin aueb die linke fiir jedes Werthsystem der u annulirt, d.h.  
es sind auch uq-~+~ und C~ zu einander apolar undes folgt: 
21. Wean man eine beliebige Curve 2ter Ordnung CP und eine 
zu ihr al)olare Curve q ter Classe Kq zu Grunde legt (wobei q~ 229--2 
sein muss), so ist das Erzeugniss irgead einer 19unktreihe und der ihr 
in Bezug auf C~ und Kq corres2ondireadzn Schaar' eine Curve (q ~p q-2)ter 
Classe, welche zu C ~ apolar ist. 
Man fiberzeugt sieh leicht, dass der wesentliche Inhalt des Sa~es 
13 ein specieller Fall desjenigen Satzes ist, der fiir p ~ 2 aus 21 hervor- 
geht, und der sich auch in einer dem Theorem 19a ~anliehen Form 
folgendermassen aussprechen l~sst: 
21a. 2tat man einen Kegelsehnitt C ~ und eine zu C ~ a2olare 
36* 
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Curve qter Classe Kq, und construirt man zu den Strahlen eines Strald. 
biischels die Pole in Bezug auf C ~ und die ersten Polaren in Bezug 
auf Kq, so ist da8 Erzeugniss der erhaltenen 29rojectivis'chen Pwnktreihe 
und Curvenschaar eine Curve qter Classe, die zu C ~- apolar ist. 
Aus der Ableitung der Sgtze 19--21 ist klar, dass dieselben sich 
unmittelbar auf r~umliche Verh~iltnisse libertragen lassen, indem man 
iiberall fiir Curve das Wort ,, Fl~che", fiir Gerade aber ,, Ebene" sub- 
stituirt; die Anfiihrung dieser S~tze, ebenso wie der dual gegen[iber- 
stehenden kama demnaeh unterlassen werden. 
w 
Die apolaren FlKchen einer cubischon Raumcurvo als , ,be igeordnoto  
F l~chen"  der binaren Formen auf dersolbon. - -  Eigonschaften der 
beigeordaeten Fl~chen conjugirtor Formen. 
Alles, was ich im Vorhergehenden fiir die bin~iren Formen auf 
einem Kegelschnitt abgeleitet babe, fiadet sein genaues Analogon bei 
Betraehtung bin~rer Formen auf einer beliebigen t~aumeurve drifter 
Ordnung C 3. Dutch Beziehung auf ein geeignetes Coordinatensystem 
kann'bekanntlich stets bewirkt werden, class die Coordinaten der Punkte 
der C a sictr als Functionen 2er homogener~arame~er daxstellen durch 
die Gleichungen : 
(29) xj : x 2 " xa : x4 ~--- ~a : u12 ~ : ~1 ~2 ~" ~a. 
Soll alsdann u die Verbindungsebene d r Punkte (2~Z2) , (FIF~), (viv2) 
sein, so mtissen diese Parameterpaare Wurzeln der Gleichung: 
0 = u1~1 a -k  u~(~x2 + ua~ ~2 "~ + u4~2 a 
vorstellen, d. h. die GrSssen u mfissen den elementarsymmetrischen 
Functionen yon X F ~ proportional sein, welche ich der Reihe nach 
mit (2Fv)l , (2F~)2 , (~t~v)a , (2F~)4 bezeichnen will, so dass: 
(30) u s : u~ : u a : u a = ~2t~2v~ : - -  (Z~F2,,  -k- Z~'-'2t~, -+- t~"~,~) 
- - - -  : 9 : 
Daraus folgt wiederum, dass jede ganze homogene symme~isehe Func- 
tion yon 2 F v als die linke Sei~e der Gleiehung einer Classenfl~ehe 
angesehen werden kann, sobald man yon den Gleichungen (30) Ge- 
brauch macht. 
Des Polgenden wegen m5gen einige Gleichungsformen dieser Ar~ 
hervorgehoben werden: 
Sind @ a v irgend 3 P,mkte der Ca, so is~ 
o = 
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wenn die Summe auf alle Vertauschtmgen yon 2 S* v sich ers~reckt, 
die Gleichung des Schnittpunktes der Osculationsebenen yon p ~ v 
(d. h. des Pols der Ebene Q a r in Bezug, auf C3) wie man sofort be- 
s~tigt, indem man 2-~-S*-----r ~ ~ setzt. SpecieU ist demmaeh: 
(31a) 0 = 2:(02 ) (aS*) (av) 
= 2[(q2) (as*) (a~) + (Qs*) (a2) (a~) + (~)  (as*) (~2) 
die Gleichung des Punkt~s, in dem die Oseulationsebene yon p yon 
der Tamgente a getroffen wird, well bekanntlich die Tangente eines 
Ptmktes als Schnittlinie 2er unendlich benaehbarter Osculationsebenen 
angesehen werden daft. 
Ich gehe nun dazu tiber, die Fl~ehen nter Class~ zu betraeh~n, 
welche zu der Gesammtheit der durch die cubisehe Raumcurve gehen- 
den Fliichea nter Ordnung conjagirt sind und werde zeigen, dass'sie 
eine den apolaren Curven eines Kegelschnitts analoge Bedeutung 
l~aben; ich will eine solche Fliiche daher auch als e ine zu der  C~ 
apo lare  F l~che bezeiehnen. 
Wenn c"_ ~--- (c,x I 2r- c2x ~ --~ esX 3 + c4x4) ~ ~-- 0 eine Fl~che sein 
soll, die durch die C a hindurchgeht, so ist naeh (29) hievzu noth- 
wendig und hinreiehend, dass die Gleichung: 
(32) 0 ~- (c I ~1 ~ -1- c~1232 -{- c3r j x2 z q- c4~23) ~ 
ftir jedes ~1 ~.. besteht. Aus dieser Identi~t kSnnen andere durch 
Polarenbildung ~bgeleitet werden; ist eine solche: 
(33) o =/(e ,  e~ e~ ,,) 
mad setzen wir: 
(34)  c, = (2s -v ) , ,  c~ = (2 t~v)2 ,  c 3 = (Xt~v)~,  c~ - -  (its*v)4 
in die rechte Seite yon (33) ein, so stellt des Resultat, gleich Null 
gesetzt: 
(35) 0----fE(2#v),, (2/~v)2 , (2/~v3) , (2/~v)4 , u] 
ftir jeden wirkliehen und symbolisehen Werth yon ~1 x~ eine Classeu- 
fliiche dar~ die naeh Gleiehung (33) zu der Raumcurve apo]ar ist. 
Abet auch bier kSnnen wit die Operationen, welehe auf (35) gefiihrt 
habela, ii, umgekehrter Reihenfolge ausffihren und aui (32) zuerst die 
Substitution (34) und dann die Polarenbildung anwenden. Daaber  
die rechte Seite yon (32) durch die Substitution (34) in (ug)"(u/2)"(uv) ~ 
iibergeht, so folgt dus zu Satz 1 analoge Theorem: 
22. Wenn man aus (xZ) ~ (~/~)~ (uv) ~ dutch 1)ifferentiation oder 
Polarenbildung nach u eine zWorm f(u zt~v) abgeleitet hat, so stellt 
diese, sobald u~ -~- ( 2 t~ ,, ~ gesetzt wird, fiir jeden wirklichen oder sym- 
bolischen Werth yon u eine. zu C a algolare _Fls dar. 
Ist demnach aS" eine beliehige bingre Form 3nten Grades, umd 
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fiihrt man u I ~--- azu~ = --  ai in den Ausdruek (xZ)" (ug)" (xv)" ein, 
so er~eb~ sieh: 
(36) a~ a*s a, ~ -~- 0 
als Gleichung einer zu C a apolaren Fl'~he nter Classe, we lehe  die 
Oseu la t ionsebenen in den Punkten  der b in~ren  Form a~." 
bert ihr t .  
Da jede Fl~che c~= 0, welehe die Raumeurve nth~lt, der Iden- 
tit~ii (32), also (3n-1-1) linearen Bedingungen und nur diesen zu 
geniigen hat, so bilden alle Fl~chen dieser Eigensehaff eine 
[ (n + U (n + 2) ( ' -F 3) __ 3n __ 1] _ 
gliedrige Gruppe. Dieser steht demnach eiae (3n -[- 1)-gliedrige Gruppe 
yon Classenfl~chen als conjugirte Gruppe gegeniiber, ia der offenbar 
alle zu C a apolaren Fl$chen und nur diese enthatten sind. Daruus 
folgt, dass eine zu der Q apolure Fliiche nter C|asse durch 3n weitere 
Bedingungen vollsti~ndig festgelegt ist. 
Wird insbesondere gefordert, dass eine Fl•che nter Classe zu C a 
apolar sein und die Osculationsebenen in 3n bestimmten Punkten der 
3~ bezeichnet werde), Carve beriihren sou (deren biniire Form durch a~ 
so kann in vollst~indiger Uebereiastimmung mit der auf Seite 9 an- 
gewandten Meghode gezeigt werden, dass die (n+ 1) (n+ 2) (n + s) 1 
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linearen Bedingungsgleiehungen, welchen die Coefficienten der Fl~che 
alsdann unterworfen sind, niemals yon einander abh~ingig sein kSnnen, 
wie immer auch a~" beschaffelt sein mSge: 
Es g iebt  demnuch s tets  e ine uad nur  e lne Fli~ehe nter  
C lasse ,  die zu C a apo lar  ist  und die Oseu la t ionsebenen in 
den Punkten  e iner  gegebenen b inSren  Form a~ ~ ber i ihrt .  
ich nenne  sie die ,be igeordnete"  F l~ehe der Form. Ih re  
G le ichung is t  dureh  a~ a" a= ~- 0 gegeben.  
Man kann nunmehr folgende den Theoremen 2, 4 und 5 analogen 
S~itze beweisen : 
23. Die erste Polare einer Ebene 0 av in Bezug auf a~ a~ a'~ ~ 0 
ist identisch mit der beigeordneten TT~iche yon aea a, aaf-'~. 
34 24. Haben wit 3n Punkte der Ca, deren bindre Form zu a~ 
conjugirt ist, so ist jede dutch diese t)unkte gehende Fli~che nter Ord- 
hung zu a~a~a"-~-0 conjugirt 
25. Wenn dutch 3n Punkte do" 6~ eine Fliiehe nter Ordnung 
gelegt werden kann, die zu a~a~a~ 0 conjugirt ist, so hat jede dutch 
diese t)unkte 9ehende Fliiche dieselbe Eigenschaft und die bint~re Form 
3, conjugirt. der 3n .Punkte is~ zu a,~
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Der Beweis dieser S~tze ist dem Beweise der entsprechenden S~4tze 
f'tir die Ebene ganz analog. , 
Auch hier kann jeder Form 3nten Grades nicht nut eine Cl,~sen-~ 
sondern auch eine Ordnungsfl~iche beige'ordnet werdeni nSmlieh die- 
jenige Ordnungsfliiche, welche dutch die 3n Punkte der Form hin- 
durehgeht und zu der C 3 als Classencurve apolar, d. h. zu allen den- 
jenigen Fl~chen nter Cl~sse conjugirt ist, welche s~immtliche Oseula- 
tionseben.en der C 3 berfihren. Aus dieser Bemerkung folg~5, class die 
S~tze 24 und 25 auch folgendermassen ausgesprochen werden k5nnen: 
24a. Haben wit 2 ~onjugirte bin~ire _~'ormen 3nter Ordnung, so 
ist die beigeordnete Ordnungsfli~'che d r einen zur beigeordneten Cla~ven- 
[ldiche der andern, conjugirt. 
25a. Wenn 2 bindre _~ormen 3nter Ordnung so beschaffen sind, 
dass die beigeordnete Ordnungsfl~iche d r einen zur beigeordneten 
Classenfldiche der andern conjugirt ist, so ~nd die bi~ren Formen 
selbst eonjugirt. 
Um ein dem Satz 7 entsprechendes Theorem su erhalten, bemerke 
man, dass jeder G~" wn Formen eine G~:-~a,,+i-p yon conjugirtea Formen 
gegenfiber steht. Jeder Form der letzteren Gruppe ist eine Classen- 
fliiche beigeordnet und der so erhaltenea (3n-{-1--p)-gl iedrigen 
Gruppe V yon Fl~ichen ter Classe steht eine 
[.(n-t-,) (n, --2.3+'2)(n -F 3) 3n- -1  -{-p]- 
gliedrige Gruppe yon Fl~ichen ter Ordnung gegeniiber. Jede Fl~che~ 
welche dieser letzten Gruppe G angehSrt und die (]~ n icht  in sieh 
enth~ilt, muss naeh 25 ein Element der gegebenen. 6~p ~ ausschneiden; 
umgekehrt muss jede Fl~iche nter Ordnung, welche durcb die 3n 
Punkte eines Elements der G~p~ hindur~hgeht, zu allen Fl~ehen yon I- 
conju~rt sein und mithin der Gruppe G angehSren. Es folg~ also:" 
26. Haben wit auf der C3 (p -~ 1) ~ormen derselben G3p ~ und 
legen wit dutch die 3n Punkte einer )'eden Form irgend eine Fl~iehe 
nter Ordnung, so bilden die so erhalte~en (p ~- 1) F///chen zusammen 
mit der Gru~e der die LRaumeurve enthaltenden Fliichen, nicht eine 
gliedrige Gruppe: 
Um schliesslich entspreehende .S~tze f'tir Formen (3n-4-1)ten 
Grades abzuleiten, muss man auf die ersten Polaren derselben und auf 
die beigeordneten Fl~hen dieser Polaren die Theoreme 24 und 25 in 
Anwendung bringen; desgleichen hat man bei Formen (3n + 2)ten 
Grades die gemischten 2ten Polaren dieser Formen und ihre beigeord- 
neten Fl~chen zu betraehten. Dadurch ergeben sieh folgende S~tze: 
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27. Zu jeder Form (3n + 1)ten Grades a~ "~-I gehSrt eine ,,bvi- 
geordnete" -Fl~ic]~mschaar  a a~ a ~ a ," ~- 0 derart, dass jedem Punkte 
der C a eine ~72iche der Schaar zugehgrt. 1st die bin~ire Form yon 
(3 n A- 1) _Punkten zu a~:+ ~ conjugirt, so ist jede Fldche n ter Ordnung, 
welche dutch 3n dieser _Punkte geht, zu derjenigen -Fliiche der Schaar 
conjugirt, welche dem (3 n -~ 1) ten _Punkte zugeh6rt. 
28. Wenn dutch 3n _Punkte eine l~lgche gelegt werden ];ann, 
welche zu a~ a~ a '~ a ~- -  0 conjugirt ist, so hat jede dutch diese ~Punkte 
gehende Fl~che dieselbe Eigenschaft und die 3n -Punkte, ~usammen mit 
3~+~ conjugirt ist. a biMea eine bin~ire _~'orm, die zu a~ 
29. Zu jeder _Form (3n ~-2)ten Grades a~+ 2 gehgrt ein ,,bei- 
geordnetes" Fliichengewebe a, a~ a~ a~ a~ ~ 0 derart, dass irgend 2 
_Punkten a 9 der l~aumcarve ine bestimmte Fliiche des Gewebes zugeh6rt. 
Ist die biniire Form yon (3n + 2) Punkten zu a~ ~+~ conjugirt, so ist 
jede Fliiche n ter Ordnung, welche durch 3n dieser _Punkte hindurch- 
geht, zu derjenigen Fl~iche des Gewebes conjugirt~ welche den bviden 
iibrigen _Punkten zugeordnet ist. 
30. Wenn durch 3 n _Punkte eine Fldiche gelegt werden kann, die 
zu a aa~a~a~ -0  conjugirt ist, so bilden die 3n  Punkte, mit 6~ 
vereinigt, eine biniire -Form, die zu a~ ~+~ conjugirt ist. 
w 
Projectivische Erzeugu~g dor beigeordneten Fl~chen. 
Eine weitere Anwendung des Satzes 22 ftihrt reich auf I~esult~te, 
welche mit dem Inhalte der SStze 12 und 13 correspondiren. Ich 
wende auf r = (~)~)~ (~)"  (x v) ~ die Operation ~)~ ~ -~- P2 ~x2 
an and erhalte: 
wobei die Zahl unter dem Summenzeichen die Anzahl der Summan- 
den angiebt. Ist nun a~ =-1 eine beliebige bin~re Form (3n -- 1)ten 
Grades, und seize ich in (37) rechts x t --~-a~, x 2 ~-  al, so folgt 
aus Satz 22, dass 
(38) a~-' a'-'ix a,'-i 'a~((0X ) a~,a, = 0 
die Gleichung einer zu C a apolaren Fl~che ist, sobald (~ttv)i ~-ui  ge- 
3,-1 beigeordnete setzt wird. Offenbar ist es die der Form (Q u)a  x 
F1Kche nter Classe. 
gelten l~sst; 
stehen : 
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Die Gleichung (38) geht jedoch aus: 
(39a) a~ - t  a~ -1 a~ -1 aa a, ~--- 0 
hervor, sobald man die [dentitiit in uj x 2 
= 
$ 
d. h. wenn man annimmt, dass die 2 Gleiehungen be- 
(39b) ~ (giL) (ate) (at,) = 0, 
3 
(39c) ~ (gZ) (zte) (vv) = 0; 
3 
(38) ist also das Resultat der Elimination yon 6 ~ aus 39 a, b and c. 
Ffir (;ttev)i ~ ui ist abet nach einer auf Seite 554 gemachten Be- 
merkung (~9b) die Gleichung des Pnnktes, in dem die Osculations- 
ebene yon ~) die Tangente in a trifft und ebenso ist 39c der Schnitt- 
punkt der Schmiegungsebene yon ~ mit der Tangente in v. Da die 
Bedeutung yon (39a) unmittelbar klar ist, so folgt: 
, , - i  vorliegt, 31. Wenn eine bin~ire Form (3n-  1)ten Grades a t 
and wit fiigen derselben ~inen beliebigen _Punkt ,o hinzu, so erhalten 
wir eine Form 3n ten Grades, der eine bestimmte Fliiche n ter Classe 
beigeordnet ist. Diese Fl/iche kann folgendermassen rhalten werden: 
Jeder ~Punkt 6 bestimmt auf der Osculatio~sebene yon 9 (Oe) e~inen 
Punkt s, als Schnittpunkt yon Oe mit der Tangente in o'; jedem Punl~te- 
paar 6v geh6rt also eine bestimmte Gerade st in 0 e zu and umge~hrt 
geh6rt zu jeder Geraden in 0r nut ein Punk~tepaar or. Zu jedem Paar 
~v geh6rt abet auch vine ~7~icIx des tier Form a] ~-~ beigeordneten Ge- 
webes. Jene Gerade st und diese El~iche sind also einander projectivi6ch 
zugeordnet ~) and die Fl~iche K ist das ~Erzeugniss dieser projeetwischen 
Gebilde, d. h. sie ist der Oft der Tangentialebenen, welche yon jeder 
Geraden an die ents~.rechende Fldiche gelegt werden "~nnen. 
ist, so kann der eben Wenn eine Form 3nten Grades a,, gegeben 
ausgesproehene Satz auf die Form a e aS~ - t  angewar,dt werden und fh'hrt 
alsdann zur Erzengung der Fl~ehe, welehe der Form (Ox) a e a32- 
beigeordnet ist, oder, was dasselbe sagt, tier Fl$che, welehe dem 
3~ zu-  Punkte Q innerhalb der beigeordneten Fl~chenschaar von (0x)a  
gehSrt. Bemerkt man ~iberdies, dass das der Form ar a~ -~ beigeord- 
nete Gewebe ar a a~ a~ --~ a ~-~ a~-~ 0 nach Sa~z 23 aus den ersten /.t 
*) ,,Zuordnung nach dem Typus der Reciprocit~t" cfr. Salmon-Fiedler. 
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Polaren der dureh 0 gehenden Ebenen in Bezug auf a] a ~t a,-~- ~ 0 be- 
steht, so folgt der Satz: 
32. Es sei eine bin~ire Form a~ ~ mit der beigeordneten _h-72iche K
gegeben. Ist Q ein beliebiger Punkt der C 3, so ist der bin~iren Form 
3~ eine Fl~chenschaar beigeordnet und dem Punkte ~ geh6rt eine (~x)  a x 
bestimmte Fl~iche K e derselben zu. Kr kann nun folgendermassen r-
halten werden: Zu jedem Punktepaar a v der Curve geh6rt, wie unter 
31 auseinandergesetzt wurde, eine Gerade der Ebene Or; weiterhin aber 
kann dem -Paare av diejenige Fliiche (n -  1)ter Ordnung zugeordnet 
werden, welche erste Polare der Ebene p6v in Bezug auf K ist. Diese 
Fliiche und jene Gerade sind projeetivisch zugeordnet und das Erzeugniss 
der so entstehenden projectiv/schen Gebilde ~st die Fliiche K,o. 
Wenn endlich eine Form (3n-~- 1)ten Grades vorliegt, so mu~s 
man den Satz 32 fiir die erste Polare eines Punktes p anwenden; man 
erh~ilL alsdann: 
8~+1 gegeben und Kr sei diejenige Fliiche, 33. JEs sei eine Form a~ 
welehe innerhalb der der Form beigeordneten Sehaar dem _Punkte O zu- 
gehSrt. Innerhalb des der Form (@u) a~'+ ~ beigeordneten Gewebes 
m6ge dem 2['ach geziihlten Punkte 0 die Fli~che K~e entspreehen. Diese 
Letztere kan~t [blgendermassen erzeugt werden: Man ordne die dem 
-Punktepaar av auf 0r zugeh6rige Gerade st der ersten t)olaren der 
Ebene (pay) in t)'ezug auf K e zu; indem man alsdann av variirt, 
erhiilt man 2 projeetivisch zugeardnete Gebilde, deren .Erzeuffn/ss die 
Curve Ker /st. 
Man kann auch hier, in Uebereinstimmung mit der entsprecheaden 
Bemerk.ung fiir den Kegelschnitt, hervorheben~ dass dutch die 3 letzten 
S'Xtze die Construction der beigeordneten Fl'~chen, Fliichenschaaren 
und Gewebe im Princip erledigt ist. ~ehmen wir n~imlich an, dass 
man in der Lage sei, zu jeder Form 3nten Grades die beigeordnete 
Fl~che zu construiren, so kann man nach Satz 32, wenn eiae Form 
(3n -~- l)ten Grades aa,=+ ~ vorliegt, za jedem der (3n ~- 1) Pankte 
der Form diejenige Fl~iche herstellen, welche ihm innerhalb der bei- 
s~+~ zugeh5rt. Dadurch ist aber zu- geqrdneten Fl~eh~nschaar yon a, . 
gleich.die projectivisehe Beziehung zwischen den Pui~kten der Curve 
und den Fl'~chen der Fliichenschaar festgelegt, da 3n -{- 1 stets grSsser 
als 3 ist; man kann also zu jedem Punkte der C a die zugehSrige Fl~che 
der Schaar construiren. 
Da man nunmehr zu jeder Form (3n-]- l)ten Grades die bei- 
geordnete Schaar und ihre Zuordnung zu den Punkten der C3 be- 
stimmen kann, so darf der Satz 33 in Anwendung gebracht werden; 
dieser fiihrt zur Construction des beigeordneten Gewebes einer be- 
liebigen Form (3n 3 t- 2)ten Grades a 3~1-~ da man in der Lage ist, zu 
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(3,~ + 2) Punktepaaren (niimlich ,lea doppett gez.~hlten Pnnkten der 
Form selbst) die innerhalb des Gewebes zugehSrigen Fl~hen za con- 
struiren. Die eindeutige Beziehung zwischen den Punktepaare- der 
Ca und den Fl~chen des Gewebes kann aber stets auf die reciproke 
Zuordnung 2er Ei~enen zurtickgeftihrt werden, und da 3n q- 2 stets 
grSsser als 4 ist, so ist auch jene Beziehang direct bestimmbar. Jetzt 
darf der Satz 31 benutzt werden, der die Construction derjeaigen Fl~iche 
ergiebt, welche einer beliebigen Form (3n-4-3)ten Grades beige- 
ordnet ist. 
Man sieht also, dass man alle beigeordneten Flgehen, Fliichen- 
schaaren und Flgchengewebe yon Formen hSheren Grades herstellen 
kann, sobald man weiss, wie zu jeder Form 3nten Grades die bei- 
geordnete Fl'~che zu eonstruiren ist. Da man dies aber far n = 1 in 
der That weiss, so ist die obige Behauptung erwiesen. 
w 10. 
Hiilfsaufgabe. 
Die beigeordneten Fl'~chen k5nnen, wie soeben gezeigL wurde, 
darch gewisse projectivisehe l~eihen erzeugt werden. Die Zuordnung, 
welche dabei auftritt, ~st yon der Art~ dass immer 2 Punkten einer 
Ebene E eine Flgche eines Gewebes und umgekehrt entsprlcht. Wean 
daher alle Punkte der Ebmm, resp. alle l?lgchen des Gewebes dutch 
die Gleiehungen: 
(40a) u.4 -t- AuB q- Mur ~--- O, 
(4o b) + + = 0 
dargestellt werden, so muss irgend 2 Werthepaaren yon A, M ein 
Werthepaar ~g zugeh5ren und umgekehrt, d h. die Zaordnung der 
beiden Gewebe muss vermittelt werden durch eine Gleiehung yon 
der Form: 
(aA q- bM -{-, c) % ~ (dA or eM q- f) g 2r (ga or aM -{- k) = O. 
Die dutch diese Zuordnung erzeug%e FIiiche~ d. h. die Einhtillende 
der Tangentialebenen, welche yon jedem Puaktepaar, oder, was das- 
selbe ist~ yon jeder Geraden an die entsprechende Fliiche gelegt werden 
kSnnen, hat demnach die Gleichung~): 
a b 
(4o) o - - -  = 
r U ~ 
r162 
d e f u ~  
ghk . ;  
u.4 uB u.r 0 
*) Salmon-Fiedler, Geometrie des Raumes. Th. II. S. 7. 
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Ieh will, wenn g, g2g3"" die Geraden der Ebene E und K~K~K~..  
die entsprechenden Fl~ichen des Gewebes bedeuten, das Erzeugniss 
dieser Zuordnung, also die Fl~iche (40)mi t  (g -  K s) bezeiehnen. 
Ausserdem soll, wenn K irgend eine ClassenflKche ist, die Polare der 
Ebene v in Bezug anf K mit K ,  bezeichnet werden. 
Aus (40) ergiebt sich nun durch Polarenbildung die fiir jedes u 
und v giltige Gleiehung: 
a 
(41) (n+l )u ,~v~= 
bcu~ 
defu~ 
v~ VB vr 0 
l a b e u~-~v d e f u~-I v~ 
+n g h k us-~r v~ 
uA uB ur 0 
Die erste Determinante der rechten Seite stellt offenbar, gleich 
Null gesetzt, diejenige Fl'~che des Gewebes vor, welche der Schnitt- 
geraden yon E und v entsprleht, unJ wir sehen also, dass d iese 
Fl~che,  zusammenmitdenF l~chen(g- -Ks )~und(g  K s- -  ~,) der -  
se lben  Sehaar  angehSr t .  
Aus dieser Bemerkung resultirt die LSsung der folgenden Aufgabe: 
34. Ein Gewebe van Fl~ichen pter Classe (K~K~. . . )  svi nicht 
selb~t gegeben, abet es sei m6glich, zu jeder ~inzelnen Fliiche s~immtliche 
conjugirte p-Flache linear zu canstruiren *). Den Fldichen des Gewebes 
seivn die Geraden (gig2.. .)  einer Ebene JE projectixisch zugeordnet. 
Es sollen s~immtliehe eanjugirte (p + 1)-Flache van (g -  KP) her- 
gestellt werden. 
I eh  nehme an,  die Aufgabe  sei f i ir p~n- -1  ge lSs t .  
Um alsdann f(ir den Fall p ---- n den Punkt (g -- Ks)u,~, .... ~ d. h. die 
gemischte Polare der n Ebenen u lug . . ,  u, in Bezug auf die Fl~iche 
(g - -K  s) zu eonstruiren, stelle ich folgende 2 Punkte her: 
1) den Punkt (g ~ K s ~ weleher nach der eben gemachten 
Aunahme linear eons~uirbar ist; 
2) 'den Polarpunkt yon u2 . . .  us in Bezug auf diejenige Fl'~che 
des Gewebes, welehe der Schaittgeraden (ul, E)  entspricht. Dieser 
Punkt ist nach den Voraussetzungen der Aufgabe selbst construirbar. 
Der gesuchte Punkt (g - -  K~)~,~...~ s liegt nun naeh dem Obigen 
auf der Verbindungslinie der Punkte (1) und (2). Abet diese Gerade 
wurde dureh Hervorhebung yon u~ aus der l~eihe der Ebenen .u 1 u2.. .u. 
erhalten; verffihrt man ebenso mit u~, so resultirt eine 2te Gerade, 
welche der ersten in dem gesuchten Punkte begegnet. 
*) Darunter sod stets verstanden werden, dass ma~ die gemischtv Polare 
yon irgend (p -- 1) Ebenen in Bezag auf die FiChe linear c~onstruiren kOnne. 
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Die Aufgabe (34) ist demnaeh fiir p = n getSst, sobald man ihre 
L5sung fiir p ~ n --  1 kennt; sic ist also allgemein gelSst, well die 
gewiinschte Construction fiir p ~- 1 keine Schwierigkeit bietet. FEtr 
n ~ I geht n~imfich die Gleichung (41) fiber in: 
abcu~ I abcv~ 
d e f u~ d e t" v~ 
(42) 2uo'v~ -~ , -b -~ u~ q- ux.  
g h k uv! g h k vy 
v~ v~ vr  0 : u.4 un ur  0 
Ist demnach e die Ebene yon ua~O,  ufl=-=O, u v~0,  oder, 
1 1 lieg~ der Punkr (g R:~)~ auf was dasselbe ist, yon K1K~. . . ,  so 
der Geraden, welche den Punkt x, der (v, E) innerhalb e entspricht, 
mit dem Punkt X verhindet, der (v, e) innerhalb E zugehSrL 
Aber well: 
uz - -  ax~O 
die Gleiehung des Pu~ktes z ist, in dem die Gerade xX  yon v ge- 
troffen wird, so ist der gesuehte Punkt (g -  K1)~ der vierte harmo- 
nisehe des Punktes z in Bezug auf x und X. 
Die Auigabe 34 ist demnaeh ffir p ~ 1 gelSst und ihre allge- 
meine LSsung ist auf eine Reihenfolge bekannter Constructionen 
zuriiekgeffihrt. 
w 11. 
Oonstructionen auf der cubischen Raumcurvo. 
A. Formen dr i t t~n Grades*) .  
I. Sind I, 2, 3 die Punkte der bin~ren Form aa~, so wird der der 
Form ,,beigeordnete" Punkt (FBiche erster Classe) erhalten aIs Schnitt- 
punkt der Ebene 010~Oa, wenn 0 e a[lgemein die Osculationsebene d s 
Punktes ~ angiebt. Der beigeordnete Pankt, den ich mit Pl23 be- 
zeichnen will, ist (nach Satz 24) Centrum des Biindels derjenigen 
3 Ebenen, welche C 3 in drei Punkten treffen, deren biniire Form zu a z 
conjugirt ist. 
Als speciellen Fall hebe ich die im Folgenden zu benutzende Con- 
struction der ersten Polare eines Punktes Q in Bezug auf a~ hervor: 
Man ziehe 0P~23 und bes~imme die 2 Tangenten, welche ausser der 
Tangen~e in 0 dieser Geraden begegnen. Sind dieselben t~t~ (wobei 
~) Sturm, Darsteliung binlixer Formen auf der cubischen l~umcurve. 
Crelle's.Journal. Bd. 86. Vergl. auch die Abhandlangen yon Pitarel l i  und 
d'Ovidio im ,,Oiornale di matematiche" vol. 17. 
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t o allgemein die Tangente des Punlv~es p angiebt), so sind av die 
Punkte der gesuchten ersten Polare. 
II. Bestehen die beiden Formen a~3 b~3 resp. aus den Punkten (1 2 3) 
(I. II. HI.), so ist die Verbindungslinie yon ~vle a und 2m~.zH. die Axe 
und b ~ conju- des Btischels, dessen Ebenen die Elemente der zu a~ x 
girten G~ auf der Curve ausschneiden. 
Wie alle Elemente einer durch 2 ihrer Formen gegebenen G~ 
und ether dutch 3 ihrer Formen gegebe~aen G~ zu construiren sind, 
ist unmittelbar klar. 
B. Vorbemerkun~gen ffir die fo lgenden Const ruct ionen .  
Wenn im Folgenden gesagt wird, dass ,,man eine G~ construiren 
kSnne" ,  oder dass es ,,mSglich sei, alle Elemente dieser G~ zu con- 
struiren", so soll (ebenso wie frtiher) darunter verstanden werden, class 
die Aufgabe gelSst ist, zu irgend (n -  l) Punl~ten denjenigen Punkt 
zu finden, welcher sic zu einem Element der G~ ergi~nzt. Often- 
bar ist: 
(1.) (tie Construction einer ~ ausgef'tihrt~ wenn man zu irgend 
(n -- 3) Punkten die ihnen iunerhalb der G~ zugehSrige G~ eonstruiren 
kann i d. h. wenn man den Punkt angeben kann, dessen Ebenenbiindel 
diese G~ auf der Curve ausschneidet. 
(2.) Man kann eine G~. *+1 construiren sobald man die zu irgend 
3~-1-1 
3 Punkten innerhalb derselben einzeln zugehSrigen drei G ~* con- 
3~* 
struiren kann; 
denn sind diese Punkte a~7 ,und  will man die zu dell be- 
liebigen Punk4en (~10~.--r gehSrige G3 a ermitteln~ so be- 
stimme man, was nach der gemachten Annahme mSglich ist: 
irgend ein Punktepaar a la 2 welches mit ~1P~..-Os,-2a zusammen 
irgend ein Punktepaar ~I f12 ,, ,, Ot ~2 9 9 9 Oz , -~f l  ,, 
dto. dto. ?l 72 ,, ,, ~), O~ 9 9 9 P~-~7 , 
je 'ein Element der G~.'+ 1 bildet. Da alsdann die Punktet:ripel (aura..)) 3~+I  
(fl~1~6~.) 0 '7172)  der gcsuchten G~ angeh5ren, so ist dieselbe voll- 
st~ndig bestimmt, und nach (1) ist also die Construction der Ga,+~ 
ausgeffihrt. 
(3.) Die Construction einer Ga,+e i~ ausgeffihrt, sobald man die 
~" 3 n+2 
zu irgend 3 Punktepaaren gehSrigen drei G ~* herstellen kann; 
3n 
denn sind dies~e PunkCepaare a~ a.~ fit fl~ ~'t ~'~ und will man die 
zu den beliebigen Punkten Ql 9 9 9 Ps,-1 gehSrige G~ best!mmen~ 
so eonstruire man: 
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den Punkt a, weleher 01 Q2 9 9 9 ~)~.-I a~ e:, 
d. P. fl, , 01 02 9 9 9 O~,-~ fllflz, 
d.  P .  7 ,  , O iO2 9 9 9 Os~-I 7172 
zu je einem Element der (~.~.+2 erggnzt. Die gesuchte G~ ist alsdann 3n--~-2 
dutch die 3 Elemente (a I a~ a) (~ fl.~fl) (7~ 7~7) vollst~ndig festgelegt, 
was zu zeigen war. 
C. Formen v ie r ten  Grades .  
I. Die Form a~ bestehe aus den Punkten 1 2 3 4. Derselben ist 
eine Punktreihe ~P beigeordnet, derart, dass jedem Punkte p der G~ 
ein Punkt pc der Punktreihe entsl)richt; p~ selbst ist alsdann das 
Centrum desjenigen Ebenenbiindels, welches die innerhalb der con- 
jugirten G~ zu 0 gehSrige G~3 anf der Curve au~sschneidet. 
Die Punk~ PiP~P:~P4 sind sofort zu construiren; um z. B. P4 zu 
erhalten~ bestimme man den Punkt PI~z (cfr. A. I.) und verbinde ihn 
mit 4. Die 2 nicht durch den Punkt 4 gehenden Tangenten, welche 
der Verbindungsllnie begegnen~ seien ta und t~. Dann ist der Schnitt- 
punkt yon 040~O~ der gesuchte Punkt P4; denn nach A. I. ist 6~ 
die erste Polare yon 4 in Bezug auf (lie bin~ire Form der Punkte (1 2 3), 
also 4av die erste Polare yon 4 in Bezug auf a~, und es geht mithin 
jede der Ebenen 040~0~ in der That durch den Punkt p~. 
Daraus folg~, dass man die dreigliedrigen Gruppen construiren 
kann, welche innerhalh der zu a~ conjugirten G~ den einzelnen Punkten 
1, 2, 3, 4 zugehSren; nach B. 2. ist demnach tiberhaupt die Construction 
dieser G~ ausgeffihrt. 
Die zu a~ apolaren Formen dritten Grades biiden eine G~. Diese 
wlrd offenbar auf Ca yon dem Ebenenbiische[ ausgeschnitten, welches 
die Gerade /) zur Axe hat. 
II. Zwei Formen a~b~ steht eine G~ als conjugirt gegenfiber. 
4 und b 4 seien resp. (~jp~ .~v e...) Die beigeordneten Punktreihen yon a~ ~ .. 
(q lq : . - .q r  Um 2 Punkte p6 zu einem Element der G~ zu er- 
g~nzen, bestimme man die Ebene 6p~qe. Diese schneider die Curve 
in noch 2 Punkten veo yon der Beschaffenheit, dass 0aveo ein Qaadrupel 
der G~ ist. 
Die Geraden /o~q e sind die g'eraden Erzeugenden eines Hyperbo- 
loids, welches die Eigenschaft hat, die Seiten ailer Tetraeder zu be- 
rfihren, deren Ecken ein Quadrupel der G~ bilden. Diese Flgche 
2ten Grades hat fiir die 3-gliedrige Gruppe auf der C 3 analoge Be- 
deutung, wie die Involutionscurve fiir die Involution auf einem Kegel- 
schnitt. 
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HI. Nicht minder Ieicht wird die G~ construirt, wetche zu 
3 Formen a~b~c~ conjugirt ist, dereu beigeordnete Punktreihen resp. 
(2JP'~.''P~...) (q lq2. . .qe. . . )  ( r l r~ ' ' ' r  e . . . )  sein mSgen. Die 
Ebene Te qere schneider C 3 in 3 Punkten, welche mit 0 zusammen 
ein Element der G~ bilden. 
D. Formen f i inften Grades. 
Es sei eine binge Form 5ten Grades a~ gegeben, welche aus 
den Punkten 1 2 3 4 5 bestehe. Derselben ist eine Ebene E yon 
Punkten derarL beigeordnet~ dass zu jedem Punktepaar p(~ der C 3 ein 
bestimmter Punkt qea yon/i: gehSrt, der Centrum desjenigen Ebenen- 
biin(]els isL, welches die zu pa innerhalb der conjug~rten G~ geh5rige 
G~ auf der Raumcurve" ausschneidet. 
Um den Punkt q~5 zu erhalten, welcher dem doppelt gez~ihlten 
Punkte 5 entspricht, construire man die beigeordnete Punktreihe ~P 
der Form (l 23 4) und fixire den innerhalb derselben ztt 5 gehSrigen 
Pnnkt p.~. Die Verbindungstinie 5p~ begegne den beiden nicht dureh 
5 gehenden Tangenten tat~; alsdann ist der Schnitfpunkt yon 0~0o0~ 
der gesuchte Punkt q~. In der That ist nach den unter A. and C. 
angegebenen Construetionen (5av) die 2re Polare des PuukLes 5 in 
Bezug auf a~ und die Ebenen O~O60, gehen demnach dureh qs5 bin- 
dutch. In derselben Weise abet kann man q44 qa3 q2-,, q[1 herstellen; 
d. h. man kann die zu 5 Punktepaaren i nerhalb der conju~rten 
gehSrigen dreigliedrigen Gruppen constrairen. Die Construction der 
G~ selbst ist damit nach B. 3. erledigt. 
Hieraus ist unschwer die Construction der zu 2 und 3 Formen 
5ten Grades conju#rten G~4 und G~ abzuleiten. 
E. Formen sechs~en Grades. 
Sind 1 2 3 4 5 6 die Punkte der bin~iren Form a~, F, die naeh D. 
zu construirende beigeordnete Ebene der Form (1 2 3 4 5) and qea der 
zu dem Punktepaar p6 gehSrige Punkt yon E, so wird nach Satz 31 
die beigeordnete Fl~iche K yon a~ auf folgende Weise erhalten: Auf 
O~ schaeiden teto 2 Punkte rs aus,'deren Verbindungslinie geo heissen 
soll. K ist alsdann das ErLeugniss der Zuordnnng yon gea und qr 
und man kann demnach~ wie imw 10 hervorgehoben wurde, den 
Polarpunkt irgend einer Ebene in Bezug auf K linear construiren. 
Ist die Ebene die Verbindung'sebene yon 3 beliebigen Punkten %%% 
der C.~ so ist der Polarpun]~ Centrum des Biiadels, dessen Ebenen 
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diejenige G~3 auf der Curve ausschneiden, welche den Punkten ala2a3 
innerhalb der zu a~ conjugirten Gs zugehSrt. Man kann demnach 
irgend 5 Punkte zu einer eonjugirten Form yon a~ erg'~zen. 
F. Const ruct ion  
der za e iaer  Form (3n-~ 1)ten Grades a~+ ~ con jug i r ten  
G~++ i ( f i i r .  > 1) 
anter der Voraussetzung: 
dass man a l lecon jug i r tenFormene iuerbe l ieb ig  gegebenen 
Form 3nten  Grades l inear  const ru i ren  kann. 
Die Form a~+ 1 bestehe aus den Punkten a la2 . . ,  aa,,aa~-4-1. Ich 
bezeichne die bin~re Form der Pu~lkte a l . . .  a3, mit b~  uad die der- 
selben beigeordnete Fl'Xche n ter Classe mit K. ]nnerhalb der bei- 
3~+~ g~hSre zu az,,+~ die FiChe K3,+~. geordneten Ffiichenschaar yon a x 
Dieselbe wird nach Massgabe des Satzes 32 projectivisch erzeu~ dutch 
Zuordnung der Geraden der Schmiegungsebeue yona3~-~ zu den ersten 
Polaren, welche die Ebenen eines bestimmten Bfindels in Bezug auf 
K besitzen (damit diese Polaren angebbar seien, musste n > 1 voruus- 
gesetzt werdea). Da ich nach der oben gemachten Voraussetzung 
alle conjugirten Formen yon b~ ~ construiren kann, so bin ich in der 
Lage, s~immtliche conjugirte n-Flache yon K oder was dasselbe sagt, 
sSmmtliche conjugirte (n -- 1)-Flache jedcr ersten Polarea yon K her- 
zustellen; d. h. ich kann fiir jede Fl~he des auftretenden Gewebes 
siimmtliche conjugirte (n - -1)-  Flache construiren. Damit ist die 
Voraussetzung der Aufgabe 34 erffillt~ ur, d ich kann mit Hiilfe der in 
w 10 angegebenen LSsung dieser Aufgabe alle conjugirten -Flache 
von Ka,+l hersteilcn, oder, was dasselbe ist, ich kaan alle diejenigen 
Elemente der zu a ~+~ conjugirten G3~+1 construiren, welche den 
x - -3  n~-I 
Punkt a3,~t-1 enthalten. In derselben Weise aber kann ich die zu a3~ 
resp. aa~-~ innerhalb der G 3~-~ gehSrigen 3n-gliedrigen Gruppen 3n-t-1 
erhalten und damit is~ nach B. 2 die Construction der conjugirten 
G~,~_~I iiberhaupt erledig~. 
G. Const ruct ion  
der zu einer Form (3n-~-2)ten Grades a3~+ -~ con jug i r tea  G~. ~+2 
Die Form bestehe aus den Punkten a l . . .  a3,+~; b a"+l sei die 
X 
bin~re Form der Punkte a In2 . . .  as,+~ und innerhalb der beigeord- 
neten Fl~ichenschaar der letzteren.mSge d m Punkte a3,~-~ die Fli~ehe 
Ks,+, zugehSren. Andererseits er~tspreche d m dovpelt gez~hlten 
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3~i-2 Punkte aa,+~ innerhalb des beigeordneten Fl~ichengewebes yon a~ 
die Fl~iche K3,+~,s,+2. Diese letztere wird nach Satz 33 projectivisch 
erzeug't durch Zuordnung der Geradeu der Schmiegungsebene yon a~,+~ 
zu den Fl~ichen des Gewebes~ welches aus den Polaren der Ebenen 
des Biindeis am den Punkt a3~+~ in Bezug auf die Fl~che K~,+~ he- 
steht. Da man nach F. alle conjugirten Formen yon b~ '~+~ eonstruiren 
kann, so kann man auch alle conjugirten n-Flache yon Kz,+e und 
mithin auch s~immtliche conjugirte (n -  1)-Flache fiir jede einzelne 
Flgche des erwKhnten Gewebes herstellen. Hierdurch siad wiederum 
die Voraussetzungen der Aufgabe 34 erfiillt, und man ist mit Hfil~'e . 
der dort alagegebenen Construction in der Lage, nile conjugirten 
n-Flache yon K3,+-~,3~+,2 oder, was dasselbe ist, nile diejenigen Ele- 
mente der conjugirten (4z~+2 -s,+e zu construiren, welche den doppelten 
Punkt as,+2 enthalten. Da dasselbe gilt, sobald man fiir a3,+._) irgend 
einen anderen Punkt yon a~ "+2 eintreten l~sst, so ist nach der unter 
B. 3 gemachten Bemerkung die ConstructiolJ der G3~+~ erledig% 
I:I. Const ruct ion  
der  zu e iner  Form (3n-~3) ten  Grades  ai'+3 con jug i r ten  G~.  
Besteht eine Form aus den Punkten a 1 a~. . .  a3~+3 und bezeichnet 
man die biu~re Form der Punkte a l . . .  a~,,+~ mit b~ ''+~, so wird die 
.~+3 nach Satz 3]. projectivisch erzeugt beigeordnete Fl~ehe ~ yon a~ 
dutch Zuordnung der Geraden der Osculationsebene yon aa~-3 zu den 
Fl~chen des beigeordneten Gewebes der Form b~'+ ~. Da man abet 
nach G. alle conjugirten Formen yon b~ e erhalten kann, so ist man 
auch in der Lage, fiir jede Fl~che des genannten Gewebes sii, mmtliche 
conjugirte n-Flache zu construiren. Die Voraussetzungen der Auf- 
gabe 34 sind dadurch erfiillt und die bekam~te LSsung derselben ge- 
starter demnach, a|te (n-~- 1)-Flache yon K ,  d. h. alle conjuo'irten 
Formen yon a~-~ herzustellen. 
Aus F. G. H. folgt nunmehr: ,,Die Aufgabe, zu einer Form pten 
Grades siimmtllche conjugirte Formen zn construiren, ist fiir p ~3 n-~-1, 
p ~ 3n -[- 2, /0 ~ 3n -[- 3 gelSst, sobald sie fiir p ~ 3n gelSst ist" 
(wobei n ~ 1 sein muss). Da aber diese Anfgabe nach E. fiir 
_p ~ 3 9 2 ~ 6 in der That gel5st ist~ so daft sie als allgemein gelSst 
angesehen werden. 
